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El presente modulo de interaprendizaje para grado 11° hace parte de la estrategia de
ampliacion de cobertura en educacién media para el area rural del departamento de
Caldas. Este material pedagogico, el cual sigue los principios y fundamentos del Programa
Escuela Nueva, ofrece los contenidos generales del area de Calculo de acuerdo con los
estandares curriculares y promueve en los estudiantes el desarrollo de competencias
laborales generales, las cuales les permitiran desempefiarse exitosamente en su vida
productiva futura.

El disefio de este material se realizd en el marco del Proyecto de EDUCACION MEDIA
CON PROFUNDIZACION EN EDUCACION PARA EL TRABAJO adelantado por el
Comité de Cafeteros de Caldas, con el importante concurso de la Fundacion Luker,
quien aportd el capital semilla para el disefio y puesta en marcha de la propuesta de
educacion media para el area rural del departamento de Caldas, Corpoeducacion,
el Instituto Caldense para el Liderazgo, la Universidad Autébnoma de Manizales y
la Secretaria de Educaciéon de Manizales, éstas Gltimas instituciones pusieron a
disposicion del proyecto su experiencia en el desarrollo de proyectos educativos,
orientados hacia la educacién para el trabajo.

Esta primera version de moédulos para el grado 11° debe considerarse como material
de prueba y por lo tanto estara sujeto a las modificaciones que se requieran, tanto en
contenido como en presentacion.

Adicionalmente, este médulo maneja un componente transversal de proyecto de vida,
con el animo de atender las necesidades de los jovenes con relacién a su orientacién
vocacional.

Agradecemos a los autores por sus conocimientos, dedicacion y esfuerzo puesto en el
diseno del presente médulo de interaprendizaje con Metodologia Escuela Nueva.

ELSA INES RAMIREZ MURCIA

Coordinadora Programas de Formacion y Educacion®
Comité de Cafeteros de Caldas
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INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA
DERIVADA DE UNA FUNCION Y SUS

APLICACIONES

Histéricamente la derivada surge para resolver el problema del trazado
de la tangente a una curva plana en uno de sus puntos. En la figura
se observan varias tangentes trazadas a la curva en algunos puntos
de ella.

LOGROS

* Interpreta la derivada de una funcion en un punto como la pendiente de la tangente

geométrica €en ese punto

* (Calcula las ecuaciones de la tangente geométrica y de la normal a una curva en un

punto dado y las graﬁca

* Define y calcula los valores extremos de una funcion y usa el resultado para

bosquej ar la curva

unidad 4 calculo.indd 9

Calculo 11 ‘

26/11/2012 09:52:29 a.m.



. Aplica en el diseno y la construccion la teoria de los maximos o minimos de una

funcion
. Aplica correctamente la derivada de una funcion para resolver problemas acerca _m

de rapidez de cambio, velocidad instantanea y aceleracion
* Usa el teorema de L’H6pital para eliminar mas facilmente algunas formas

indeterminadas usando la derivada éCéMO INTERPRETAR GEOMETRICAMENTE

* Maneja acertadamente el conflicto y contribuye positivamente a su solucion

(MANEJO DEL CONFLICTO) LA DERIVADA DE UNA FUNCION?

° Analiza, elige y pone en marcha alternativas de solucion (TOMA DE
DECISIONES)

* Orienta sus acciones y procesos a la satisfaccion de necesidades de los otros
(ORIENTACION AL SERVICIO)

* Dinamiza procesos con méetodos y enfoques innovadores (CREATIVIDAD)

. Contribuye con su actitud y comportamiento a mejorar el ambiente
(RESPONSABILIDD AMBIENTAL)

Las rectas AB, AC Y AD indican promedios de crecimiento C
en tiempos pequenos t. La tangente geométrica en el punto A
indica el crecimiento en ese instante especifico.

INDICADORES DE LOGRO

* Reconoce en la derivada de una funcion la pendiente de la tangente geometrica en
un punto de ella

* Dada una funcion, calcula adecuadamente la ecuacion de la recta que es tangente
geometrica a la curva en cierto punto

* Define la recta normal a una curva y calcula su ecuacion usando la derivada de la
funcion

* Identifica los conflictos que surgen en su entorno y sus posibles causas (MANEJO
DEL CONFLICTO)

* Reconoce las potencialidades y limitaciones, al igual que las de su grupo

* Reconoce y respeta la diversidad de actitudes y opiniones

* Propicia encuentros que permiten el acercamiento entre las partes en conflicto

* Participa activamente en las discusiones, explora y propone alternativas de solucion

,nidadl» * 10 Calculo 11 o 1‘
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Con los compafieros leemos y analizamos el contenido que aparece a continuacion.
Amén de la interpretacion geométrica de la derivada que vamos a estudiar en esta
guia, también trataremos la C.L.G. MANEJO DEL CONFLICTO, que se entiende como
“Discutir intereses u opiniones entre individuos o grupos causa un choque, a veces
irreconciliable, entre ellos. La existencia del conflicto esta aceptada como una
parte inevitable del funcionamiento social. El conflicto es el resultado de la

competencia entre dos o mas partes; una de las cuales puede ser una persona, una
familia, una institucion o una comunidad entera”. "

En esta otra grafica, ;Qué es o con relacion a la recta AB? y ;Qué es B respecto de
la recta CD?. Defino la pendiente para cada una de las rectas AB y CD.

Estemos pues, atentos a los conceptos y actividades que encontremos en la guia,
relacionados con esta competencia. = ==

Leo, analizo y comparto con un compafiero lo siguiente. Si necesito escribir, lo hago

en mi cuaderno de matematicas. Igualmente, en la siguiente grafica las rectas AB y CD son paralelas ;Cémo son sus

pendientes? y las rectas AB y CE son perpendiculares ;Cémo son sus pendientes?
En la figura siguiente, y con relacién a cada curva, identifico: ;Cuales rectas son

secantes? y ;Cuales son tangentes? Justifico mis respuestas.

Una recta pasa por los puntos A(2, -3) y B(1, 4). La dibujo en el plano cartesiano
y luego encuentro su ecuacion.

,nidadl» e 12 Célculo 11 e 1‘
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Si tengo dificultades con las respuestas, aclaro mis dudas acudiendo a geometria Sea P(x,y) un punto que le pertenece a la curva. Si se incrementan, tanto “X” como

analitica. . .
“Y"en Ax y Ay, respectivamente, resulta otro punto Q(X + Ax, y + Ay) que también

Si al compartir mi trabajo con el companero surgen algunos puntos de vista diferentes, le pertenece a la curva.

buscamos las causas y proponemos alternativas para salir del impase. Tracemos la secante PQ cuya inclinacion es el dngulo . Si calculamos su

: : DQ Ay
pendiente, se tiene: (1) my, = Tang = D Ax (cateto opuesto sobre cateto adyacente).
l Si hacemos que Q recorra la curva, aproximandose indefinidamente a P, llegara un

momento en el que Q se confunde con P; q) sera igual a X ; la secante QP se

INTERPRETEMOS GEOMETRICAMENTE LA DERIVADA confundira con la tangente PT, en tanto que Ax tendera a cero. En estas

condiciones, podemos escribir :
Leo, interpreto y anoto en mi cuaderno de matematicas los conceptos que aparecen

en el recuadro verde, analizando rigurosamente los ejemplos propuestos. Si lo (2) m, = QU—TPPQ _ (pLTOCTG”‘P _ AXUT)OiX_y . Y dando el paso al limite, resulta:

. / o
requiero, elaboro graficas.

_ _dy N . y
Sea Y = F(x) una funcion cuya gréfica es la curva que muestra la figura: (3) My = Tanar=— -, por la definicion de derivada de una funcion.

CONCLUSION: la derivada de una funcion en un punto P de ella es la pendiente de
la tangente geométrica a la funcion en dicho punto.

Una importante aplicacion de este principio lo encontramos en el calculo de la

c i AL TANGENTE geométrica a una curva en un punto P(x,y) de ella.
Ejemplo 1, hallar la ecuacion de la tangente geométrica a la funcidén Y = X? en el
punto P(2,4).
Solucion:

A -
(1) v =Y, =m, (X =X,) (Ecuacion general de la recta)

: ol - (2) m,= Zl: 2X (Derivando con respecta a X la funcion Y=X?
X x

(3) m,= 2(2)=4 (Valor de la pendiente cuando X=2)
(4) Y-4=4(X-2) (Reemplazando Y, , X, ym,_ enla (1))

(5) Y=4X-4 0 4X-y-4=0 (Que es la ecuacion de la tangente).

,nidadl» °* 14 Célculo 11 e 1‘
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LA RECTA NORMAL: se llama NORMAL a una curva a la recta que es perpendicular
a la TANGENTE geométrica por el punto de tangencia.

Ejemplo 2: en el ejercicio anterior, hallar la ecuacién de la normal en el punto

P(2,4).
Solucion

(1) Y-V, =m (X-X)

(2)Sim, =4 =>m,

1 -
(@) ¥-i=-, (X8

18

(4) ¥ 0 X+4Y-18=0

(Ecuacion general de la recta)

(Dos rectas son perpendiculares cuando sus

pendientes son INVERSAS y de signo contrario).
(Reemplazando ¥, X, y m_ enla (1))

(Que es la ecuacion de la normal).

En la grafica, se ven la funcién, la recta tangente y la recta normal en P.

il Recta tlanganile ¥ -1

{

(2.4]

Regta narmal; |

,nidad4 * 16
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Ejemplo 3: dada la funciéon ¥ =
de la normal en

Solucion:

K13 hallar las ecuaciones de la tangente y
|

el punto P cuya abscisa es 1.

Calculamos la segunda coordenada reemplazando el valor de X en la funcién dada:

- % Luego el punto

es F{Ll}
2

(1) ¥ ¥, =m X - X1 (Ecuacion general de la recta)

_y @
(@) ™ Ta T T vay
(3) M =— e ___=_ 1
(1+%° 18 &
1 1
4) ¥ -t=—Tix-1
@ y-2=-luy

(5) X+8Y-5=0

Para la recta normal:
(1) ¥ =Y. =m X=X
Si =8

@)r-%=mx-u

(3) 16X-2Y-15=0

. . Z
(Derivando con respecto a X la funcion ¥ = Y q)

A |

(Valor de la pendiente cuando X=1)

(Reemplazando Y, X, y m, en la (1))

(Que es la ecuacion de la tangente)

(Ecuacion general de la recta)

(Dos rectas son perpendiculares cuando sus

pendientes son INVERSAS y de signo contrario).

(Reemplazando Y, X, y m_en la (1))

(Que es la ecuacion de la normal).

Calculo 11 1‘
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Graficamente, se muestra asi:

Funcidn:

¥
yMormal rex-2v-ases

TROQOTRE; X+ K ¥ -S=m

-_——

Ejemplo 4: hallar la ecuacion de la normal a la parabola Y = 5X + X? que forma un
angulo de 45° con el eje positivo de las X.

Solucion: si la normal forma un angulo de 45° con el positivo de las X, entonces
pendiente es 1 y en consecuencia la pendiente de la tangente geométrica es -1.
Luego para hallar el punto de tangencia basta hallar la derivada de la funcién,
igualarla a -1, resolver la ecuacion resultante para obtener el valor de la abscisa en
dicho punto y luego calcular la ordenada, asi:

(1) Y=5X+X? (Funcién dada)

(2) Y=5X+X? (Derivando la funcién dada)

—6

B)s5+2X=-1=2X=—=X =3

la abscisa en el punto de tangencia)

(Se resuelve la ecuacidon para calcular

(4) Hxy=5-3p+{-3F =-6  (Oseaque (-3, -6) es el punto de tangencia)

(5) Y =Y, =m_ (X —X,) (Ecuacion general de la recta)

,nidad4 * 18
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(6) Y+6=1(X+3)entonces X-Y-3=0 (Que es la ecuacion de la normal, como
se ve en la grafica. Para poder dibujar la recta normal se calcula otro punto
como el (0, -3), que le pertenece a la ecuacidn (6)).

Ahora que hemos interpretado geométricamente la derivada, volvamos sobre la
solucion del conflicto:

Cuando los conflictos aparecen deben ser manejados de modo inteligente, echando
mano de la capacidad para reconocer situaciones de dificil salida entre las personas,
los grupos o las instituciones y concertar las estrategias adecuadas para contribuir
a su solucion asertiva, es decir, de una manera mas equilibrada y arménica, sin
esperar a que se resuelvan solos, pues si nos salimos por la “tangente” es probable
que “deriven” en conflictos mas complejos. Por tanto debemos asumir un rol activo
en dicha solucién, expresando sentimientos y emociones de manera adecuada, sin
herir al otro y considerando sus planteamientos y emociones.

Calculo 11 1‘
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Basandome en mis apuntes y en los ejercicios resueltos, afianzo mis conocimientos

por medio del desarrollo consciente de los siguientes apartes:

1) En las siguientes funciones hallo las ecuaciones de la tangente y de la normal
en el punto que se especifica y grafico la funcién, la tangente geométrica y la
normal.

a) Y=2X% en el punto A(1, 2)
b) Y =3X3 en el punto B((1, 3)
c) Y=3X2-9X+6 en el punto C(0, 6)

2) Determino el punto (o los puntos) donde la pendiente de la recta tangente a la
curva Y=X3-2X - 3 esigual a 1.

3) Si F(x) =6X-X?, hallo las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal
a la curva en el punto de abscisa X=2. También busco el punto sobre la curva
donde la recta tangente es paralela al eje X.

4) Determino en qué punto la tangente geométrica a la curva Y=X*+5 es:

a) Paralela a la recta 12X - Y = 17

b) Perpendicular a la recta X + 3Y =2

5)  Calculo las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal para las siguientes
curvas en el punto que se especifica:

a) X2+ XY-Y:=1en el punto A(2, 3)
b) X2+ Y2=25en el punto B(3, -4)

6) En las siguientes funciones determino los valores de X para los cuales d—i =0:
a) Y=Xx
b) Y=X2-4X

,nidad4 e 20
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c) Y=X-9X
d Y=4X+ 1

7) El calculo de la derivada, hasta este momento, se ha hecho sélo a funciones
expresadas con formulas o descripciones verbales (de donde se infiere la formula).
Pero los cientificos e ingenieros trabajan frecuentemente con tablas de valores
obtenidas a partir de observaciones o experimentos. Por ejemplo, en la figura
siguiente se ve, a la derecha, una tabla que muestra la poblacién de un pais en
periodos t de 10 afios (desde 1800 hasta 1900) en millones de personas. Estimar
la rapidez de cambio instantaneo de crecimiento de la poblacién en 1850.

P | Poblacién en millones t Afie aiﬂnallﬁg?:s
* 0 1800 5.3
] 10 1B10 i
e e e e e e e e B i 20 1820 96
Ly 0 1B30 129
- o 30 1840 A7
o 50 1850 23.2
_ ok 8 | "'..-‘ -Irn 13?0 EEE
e o B0 1880 50.2
1 .-:UJ.}.:I/,// 36 (millones) a0 1B2p G249
Ry == . #-f,f 100 1900 760

.......... =
10 A
i - 51 (anos)
| B ® ab a4y S8 @p F0 gn B9 100 _1:

Solucion: sea t=0 (afios) en 1800, con lo cual t=50 (afios) corresponde a 1850. A
la izquierda de la figura anterior tenemos los datos graficados, con una curva suave
que se adapta a los datos mostrados en la tabla.

Sin importar como se obtenga, una curva adaptada a los datos debe ser una buena
aproximacion de la grafica real de la funcidén desconocida P=F(t). (Para este caso,
la grafica se construy6 en CABRI y se retocoé en PAINT), utilizando 1 centimetro
para representar 10 afos en el eje horizontal o 10 millones en el eje vertical). La

) .. ) dP :
razon de cambio instantanea m en 1850 es la pendiente de la recta tangente en

el punto (50, 23.2). Se traza la tangente lo mas aproximada posible, mediante una inspeccion
visual y después se miden la base y la altura del triangulo que se ve en la figura. De

Calculo 11 o 2‘

unidad 4 calculo.indd 21 26/11/2012 09:52:37 a.m.



unidad 4 calculo.indd 22

i

= =

esta manera se aproxima la pendiente de la tangente en t=50 afios como

Z—':zi—izo.n millones de personas por ano (en 1850). Aunque no hubo censo
en 1851, se puede estimar que la poblacion del pais era de aproximadamente
23.2 + 0.71 = 23.9 millones.

Concluida la actividad, socializo con los integrantes del subgrupo y con el profesor,
los resultados. En este tipo de trabajos se pueden presentar conflictos personales
o grupales, por la heterogeneidad de conceptos. Para prevenir estas situaciones,
hagamos una lectura y analisis a las siguientes recomendaciones, en:

COMUNICACION: es la capacidad de expresar de manera adecuada emociones y
pensamientos con los demas, aunque estemos en desacuerdo con ellos.

COOPERACION: consiste en trabajar juntos para realizar una tarea comin, con el fin
de alcanzar un mismo objetivo, en el que intervengan intereses comunes, semejantes
o complementarios.

AUTOCONTROL: es la capacidad de dominar nuestras emociones y de tomar decisiones
correctas, sin afectar nuestras relaciones con los demas.

TOLERANCIA: consiste en aceptar que otras personas pueden tener opiniones
diferentes sobre una situacion. Esto no significa soportar atropellos sino aceptar
las diferencias.

RESPETO: es la demostracion de aceptacion de ideas y emociones ajenas (Pluralismo).

NEGOCIACION: consiste en buscar puntos comunes que puedan conducir a un acuerdo
que permita una solucién conciliadora para ambas partes, buscando que ambas
ganen, evitando el manejo violento del conflicto. Durante este proceso la
comunicacién juega un papel fundamental y por tanto no se debe usar mensajes de
recriminacién o de acusacion, hablar de si mismo y de las propias inquietudes.

,nidad4 * 22
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Como aplicacion practica al tema desarrollado acerca de la utilidad de la derivada, y

N POBLACION
. EN MILLONES
1905 4.1
1912 5.0
1918 5.8
1928 7.8
1938 8.7
1951 11.5
1964 17.4
1973 22.9
1985 29.2
1993 33.1
2002 43.8
2015 53.1

guiandome por los ejercicios resueltos (sobre todo el 7 de la seccion C) analizo la
siguiente tabla que muestra los resultados de los 10 censos de poblacién realizados

en Colombia durante el siglo pasado:

(Los dos altimos datos - los de color rojo - son estimativos).

1) Elabore una grafica lo mas aproximadamente posible y determine la velocidad
del crecimiento anual de la poblacién en 1993 y use el resultado para determinar
la poblacién aproximada en 1995.

2) De acuerdo a nuestra experiencia en el manejo de instrumentos del gobierno
estudiantil, precisemos de qué manera éstos pueden ser utilizados en la solucién
de conflictos. Ofrecemos algunos ejemplos.

Calculo 11 o 2‘
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ESTUDIO Y ADAPTACION DE LA GUIA

nidad 4 * 24
e
|

B F |

unidad 4 calculo.indd 24

26/11/2012 09:52:37 a.m. ‘

L Y
CRECIMIENTO O DECRECIMIENTO DE FUNCIONES

¥

Conocidos los intervalos de
crecimients ¢ ada
decrecimiento de una
funcian, se puede bosguejar
@ curva, por complicada
gque sea la luncion. En la
grafica, se ve una
aproximacion dela funcidn; - |

20

V=2X"-10X"+ 6X-1

INDICADORES DE LOGRO

* Define e interpreta los conceptos creciente o decreciente aplicado a una funcion
bajo los criterios algebraico, geometrico y analitico

* Calcula e interpreta adecuadamente los intervalos donde una funcion crece o
decrece

¢ Utiliza los intervalos de crecimiento o de decrecimiento de una funcion para graficar
aproximadamente la curva, es decir, bosquejarla

* Analiza las ventajas y desventajas de las alternativas posibles, para elegir la mas
adecuada (TOMA DE DECISIONES)

* Asume responsabilidad por las decisiones tomadas

* Comunica sus decisiones en forma oportuna . . -

* Toma decisiones en el momento conveniente

Calculo 11-5: z‘ e
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Con los companeros leemos y analizamos la siguiente informacion:

Fuera del tema de los extremos de una funcién, trataremos la C.L.G. TOMA DE
DECISIONES, entendida como un proceso que se extiende a lo largo de toda la vida,
pues es practicamente imposible imaginar un campo de mayor trascendencia para
el ser humano que el de la toma de decisiones. Al formular mi proyecto de vida,
estoy tomando la decision mas importante de mi vida, pues de ella depende mi
futuro. Es por esto que entender y vivir la competencia es fundamental para mi
crecimiento personal.

Una de las decisiones mas importantes en muestra vida es, por ejemplo, seleccionar
una profesion acorde con nuestras aspiraciones. Se trata de explorar y de experimentar
en el mundo de nuestro quehacer estudiantil y, en un futuro, del campo laboral. Se
trata también de comprender nuestras propias aptitudes, intereses y habilidades, y
de combinar todo esto para crear un marco favorable para nuestra vida. Tendremos
muchas oportunidades para descubrir y redescubrir actividades que se adapten a
nuestro cambiante estilo de vida. Es importante que participemos activamente en
este proceso de la toma de decisiones.

La toma de decisiones, ahora y en el futuro, comienza en uno mismo, en la conciencia
que se tiene del mundo que nos rodea y en nuestra habilidad para descubrir aquello
que es verdaderamente importante para alcanzar nuestras metas.

Estemos, pues, muy atentos a las alusiones que se hagan en esta guia sobre la toma
de decisiones.

Leo, analizo y comparto con un companero lo siguiente. Si necesito escribir lo hago

en mi cuaderno de matematicas.

3
1) Si V= ?—2X2+3X+1 , determino los valores de “X” para los cuales

Zi =0 y con el resultado calculo los correspondientes valores de la funcion “Y”.
x
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2) Para la misma funcién hallo los valores de “X” para los cuales la pendiente de la
tangente geométrica es igual a 1 y luego busco los valores correspondientes de
la funcion “Y”.

3) Resuelvo las inecuaciones:

a) X*+2X-3>0

b) X°—-4X<0

Si tengo dificultades para obtener los resultados, consulto la informacion en las
fuentes disponibles.

Ahora examino la siguiente lista y, con toda sinceridad, determino mi propia situacion,
como un buen punto de partida para introducirme en “la toma de decisiones”.

Escribo mis conclusiones para usarlas mas adelante.

a. Para determinar el conocimiento que tengo de mi mismo, trato de descubrir
mis intereses, mis aptitudes, mis habilidades y limitaciones.

b. Observo el desempefio de otras personas en nuestra institucion, en mi familia
y en mi comunidad y hablo con ellos acerca de sus experiencias en la actividad
que desarrollan.

c. Me trazo algunos logros a mediano y largo plazo, acordes con las deducciones
hechas.

Leo, interpreto y anoto en mi cuaderno de matematicas los conceptos que aparecen

en el recuadro verde y si es preciso, elaboro diagramas.

Calculo 11 o 2‘
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LOS INTERVALOS DE CRECIMIENTO O DE DECRECIMIENTO DE UNA FUNCION exitoso, pero, si por el contrario las decisiones se han tomado con precipitacion,
sin asesoria, sin reflexion, sin analisis, entonces nos exponemos al fracaso y por
Algebraicamente una funcion Y = F(x) es CRECIENTE en todos los intervalos de su tanto al decrecimiento personal.

dominio en donde al aumentar o disminuir el valor de la variable “X”, la funcion
“Y" también aumenta o disminuye, y es DECRECIENTE en aquellos intervalos en los
cuales al aumentar o disminuir la variable “X”, la funcién “Y” disminuye o aumenta,
0 sea:

Los criterios matematicos expuestos justifican el procedimiento para calcular los
intervalos de crecimiento o de decrecimiento de una funcidon Y = F(x):

1) Se calcula la derivada de la funcidn respecto de la variable independiente.

F(x) CRECE <= X, < X, =V <V, 2) Se plantea la inecuacién para la condicién de crecimiento o de decrecimiento,
< iliz6 i i final

F(x) DECRECE < X > X =V >V ya que el método que se ut1'l1.zq para resolver las inecuaciones produce al

() 0 ' o ! el resultado de las dos posibilidades.

Geométricamente, una funcién es CRECIENTE en aquellos intervalos de su dominio

en los cuales su grafica es ascendente y DECRECIENTE en los intervalos en donde 3) Se resuelve la inecuacion y se da la respuesta de acuerdo con (as condiciones

la grafica es descendente. RUREE e
Analiticamente, una funcion es CRECIENTE en aquellos intervalos de su dominio Ejemplo 1: calcular los intervalos de crecimiento o de decrecimiento de la funcién
Yy=X3-12X

dy : dy
en los cuales — >0 y es DECRECIENTE en los intervalos en donde —<0.

dx dx Solucion:
En la grafica siguiente se visualiza claramente la situacion: entre Ay C la curva
sube y por tanto alli la funcion es CRECIENTE y entre D y E la curva desciende y por (1) Y=X°-12X (Funcién dada)
tanto es DECRECIENTE. d

(2) dl =3X?-12 (Derivando la funcion)
x
(3) 3X2-12>0 (Planteando para crecimiento, por ejemplo)

(4) 3(X+2)(X-2)>0  (Factorizando la (3))

Si X+2>0 entoncesX>-2  (X+2 es positivo a la derecha de -2 y negativo a
la izquierda).

Si X-2>0 entonces X>2 (X-2 es positivo a la derecha de 2 y negativo a su
izquierda).

n

,.
- PR

-~

Trasladamos los valores - 2 y + 2 a un eje real para solucionar la inecuacioén,

. . . . . . conforme vimos en una guia anterior.
Asi como es posible graficar una funcion bajo los conceptos de creciente o decreciente,

ocurre lo mismo con nuestra vida y casi pudiéramos graficarla para comprobar si
esta es creciente o decreciente, determinada por el tipo de decisiones que tomemos:
si la decision es acertada y oportuna, puede presentarse un crecimiento personal

,nidad4 ° 28 Calculo 11 o 2‘
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CRECE DECRECE CRECE

De acuerdo con el resultado, la funcién CRECE en ]—oo,—2[U]2,5[ , porque en ellos

la derivada es mayor que 0 y DECRECE en ]-2,2[ , porque en él la derivada es
negativa.

Ejemplo 2: calcular los intervalos de crecimiento o de decrecimiento de la funcién
F(x) =2X? - X*
Solucion:

(1) F(x) =2X?- X" (Funcién dada)

(2) F(X) =4X- 4X° (Derivada de la funcion)

(3) F(X) Decrece 4X - 4X3 <0 (Planteando para decrecimiento)

(4) 4X (1 —X?) <0 = 4X(1 +X)(1 —X) <0 (Descomponiendo en factores
lineales la (4)).

4X>0=X >0 (Elfactor 4X es positivo a la derecha de 0 y negativo a su izquierda).

(El factor 1 + X es negativo a la izquierda de - 1y positivo
a su derecha).

1+ X< 0=>X<-1

1-X>0=>-1+ X <0=X <1 (El factor 1 - X es positivo a la IZQUIERDA de 1y
negativo a su derecha. Notese que al multiplicar por - 1 el sentido de la inecuacion
cambia).

Llevando estos resultados a un eje real se obtiene la solucién del problema, asi:

,nidad4 * 30
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De acuerdo con el resultado (la paralela correspondiente al producto) se puede
afirmar que la funcién F (x) es CRECIENTE en ]—c,—1[|J]0,1[ porque en esos intervalos

la derivada es positiva) y DECRECE en ]-1,0[U]1,eo[ porque en estos intervalos la
derivada es negativa).

Ejemplo 3: hallar los intervalos de crecimiento o de decrecimiento de la funcion

Y=X+ d
X
Solucion:
(1) ¥=% +% (Funcién dada)
2) r-zq_% (Derivando la funcion)
(3) 1— ; = (0 (Planteando la inecuacion para crecimiento)
X4 s
(4) yi = f] (Como para todo X el valor de  es positivo, el
sentido de la inecuacién no cambia).
(5) WH+HX-2) (Factorizando la (4))

IE

(EL factor X+ 2 es positivo a la derecha de -2y es
negativo a su izquierda).

X+ 2>0entonces X>-2

Calculo 11 3‘
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X -2 <0 entonces X <2 (El factor X - 2 es negativo a la izquierda de 2 y positivo
su derecha).

X? es siempre POSITIVO para cualquier valor de X.

Y si se llevan estos resultados al eje real, se tiene:

[x42] peez]

X i) T

W i e B + & ®

CRECE e, DECRECE ' CRECE

Luego la funcién es CRECIENTE en los intervalos ]-oo,—2[U]2,c[ y DECRECE en

—2,0{J]0,2[. Cabe resaltar que debido a que en la funcion aparece 4 , la X no puede
-2.0] q q p X p

tomar el valor 0 (no se puede dividir por 0) y la situacién se describe
diciendo que la funcién no es continua y que se interrumpe cuando X=0.

Bosquejo de la grafica de una funcion

Si se desea hallar la grafica de una funcién, se determina su dominio, se le
asignan a la variable “X” algunos valores que estén dentro del dominio y se
calculan los valores correspondientes de la funcion “Y”. Luego se localizan en
el plano cartesiano los puntos respectivos y por ltimo se hace una aproximacion de
la grafica interpolando otros valores.

Usando los intervalos de crecimiento o decrecimiento de una funcién es mas
sencillo encontrar un bosquejo de la grafica, utilizando el aspecto geométrico
descrito en la definicion que se dio al comienzo de la guia. Para hacerlo, basta
calcular los valores de la funcion “Y” para los extremos finitos de los intervalos de
crecimiento o de decrecimiento de la funcién y localizar estos puntos en el plano:
si aproximandose al punto por la izquierda la funci6n es creciente, entonces la
curva sube; si es decreciente, entonces la curva baja. Por la derecha del punto se
hace un razonamiento similar. Con estos elementos podemos entonces hacer un
bosquejo (aproximacion) de la grafica.

,nidad4 * 32
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Por ejemplo, para la funcion Y = X3 - 12X planteada en el primer ejercicio,
buscamos los valores de “Y” cuando la variable “X” tome los valores -2 6 2 (extremos
finitos de los intervalos de crecimiento o decrecimiento), asi:

SiX =-2=VY=(-2) -12(-2)= —-8+24 =Y =16.
SiX =2 =Y =(2)°-12(2) = 8-24 = Y =-16. Localizamos, pues, los puntos
A (-2, 16) y B(2, -16).

A la izquierda de -2 la funcién es CRECIENTE y por tanto la grafica SUBE; a la
derecha de -2 la funcion es DECRECIENTE y en consecuencia la grafica BAJA.

De igual manera, a la izquierda de 2 la funcién es DECRECIENTE y por tanto la
grafica BAJA; a la derecha de 2 la funcion es CRECIENTE, luego la grafica sube.

En la siguiente figura se describe el proceso: la primera parte corresponde a la
descripcion anterior y la otra es el bosquejo de la curva:

e - 2
¥aZ N & & & F - &
- r: o 2 - - = 3 e + =
L [
[B*+Zp (2] wv s @ —y % "_ ! + &+
CRECE f DECRECE CRECE
1Y
Al-2,18) |
—
|
|
X
|
B(2, -1}
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Ejemplo 1: bosquejar la funcidn F(x) = 2X? - X* propuesta en el sequndo ejemplo
de esta guia.

Solucion: hallamos los valores de la funcion “Y” cuando la variable “X” toma los
valores -1, 0 y 1, respectivamente, que son los extremos finitos de los intervalos de
crecimiento o de decrecimiento de la funcién:

Si X =—1=VY = 2(-1)* —(-1)* =Y =-2 —1=-3 . Luego A(-1,-3) es un punto
de la curva.

Si X = 0=Y =2(0)°-(01)°= Y = 0. Luego B(0, 0) es un punto de la curva.

SiX=1=Y=2(1)"-(1) =Y =2-1=1. Luego C(1, 1) también es un
punto de la curva.

A la izquierda de -1, la funcién es CRECIENTE y por tanto la curva sube; a la derecha
de -1 es DECRECIENTE, luego la curva baja. A la izquierda de 0 la funcibén es
DECRECIENTE, luego la curva baja; a la derecha de 0 la funcion es CRECIENTE, luego
la curva sube. A laizquierda de 1 la funcion es CRECIENTE, luego la curva sube; a
la derecha de 1 la funcion es DECRECIENTE, luego la curva baja.

Haciendo un analisis similar al del primer bosquejo llegamos a la siguiente
aproximacion de la grafica de la funcion:

| e i

A% - it

!
= b vies || Taleiee
L5 | | 4

fan =& B # | & B L |
e —————— e ——— g —— —— =

1
sp=gu-n """ s IR R J\ =3
CRECE / % DECRECE CRECE [ DECRECE
']
f !
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Y :Qué hay de la toma de decisiones?

Para tomar decisiones se necesita caracter, firmeza, ser directo y frontal pero también
mesura, prudencia y analisis; quienes mejores decisiones toman son muy equilibrados,
no se van por ningln extremo y cuentan con informacion suficiente. Por lo tanto,
conviene pensar en:

* No dejarse llevar por las presiones ni por las voces de otros, pues cada decision
afecta positiva o negativamente a terceros (incluso a uno mismo), pero alguien
debe tomar la responsabilidad y decidir.

* No es bueno andarse por las ramas e ir preguntando a todo mundo qué se debe
hacer; por lo general, quien mas conoce un problema es quien decide cual sera
la solucion para éste.

* Deben estudiarse causas, consecuencias y posibles resultados y mantener siempre
abierta la carpeta de soluciones.

* Ante la duda y la incertidumbre es aconsejable acudir a otras personas que
puedan poseer mayor informacion.

® La creatividad es una de las mejores armas para formular soluciones y debe ser
explotada.

e (Cada problema puede tener una o mas soluciones.

Con el fin de interiorizar los temas y afianzar mis conocimientos, guiandome por los
conceptos definidos y los ejercicios resueltos, desarrollo las siguientes cuestiones,
comparto mis respuestas con las de otros compaferos y con el profesor, con la

finalidad de detectar posibles fallas de apreciacion y tratar de corregirlas.

Para las siguientes funciones, calculo los intervalos de crecimiento o de decrecimiento
de la funcion y uso el resultado para bosquejar la grafica:

Calculo 11 3‘
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1) Y=-X

3 2
2) Y=X—+X—-6X +8
3 2

3) Y=X*+2X°-3X?-4X+4

4) Y=3X%-10X3-12X%+18X-7
5) Y=X?-6X*+9X+5

Acerca de la toma de decisiones reflexiono sobre las siguientes preguntas que me
pueden dar luces sobre esta competencia, escribo mis apreciaciones y las guardo en
mi carpeta personal:

¢Por qué me puede ser atil saber sobre la toma de decisiones?

La toma de decisiones me permitira elegir, por ejemplo, una carrera basandome en
mis experiencias personales.

¢Y por donde empiezo?

Una buena manera de empezar es, indudablemente, intentando conocerme a mi
mismo. Si mi profesidon se adapta a mis expectativas y me brinda satisfaccion, seré
una persona mas feliz. Como lo hice antes (al final de la seccion A), analizo la lista
de mis intereses, habilidades y debilidades que ya elaboré. Luego trato de encontrar
carreras para las que se requieran cualidades como las que poseo.

¢Como defino mis intereses? ;Por qué es importante definirlos?

Mis intereses son aquellas cosas que me agrada realizar. Alguna gente tiene
pasatiempos como los carritos de madera o el aeromodelismo. Estos pasatiempos
pueden convertirse en profesiones, tales como piloto de automdviles (el caso de
Juan Pablo Montoya) o piloto de aviacion. Las profesiones que mas cosas en com(n
tienen con mis propios intereses suelen ser las mas gratificantes.

¢Como determino mis aptitudes?

Mis aptitudes son aquellas actividades mentales y fisicas que me resultan faciles.
Quiza sea bueno dibujando animales o dandole animo a la gente que necesita
ayuda. Estas aptitudes pueden contribuir a que haga una carrera como pintor o
cComo consejero.

,nidad4 * 36
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¢Como determino mis habilidades?

La palabra “habilidad” se refiere a aquellas actividades que pueden aprenderse por
medio de la ensefianza o el entrenamiento. Por ejemplo, puedo mejorar mis
habilidades para la matematica realizando las actividades que me propongan en la
escuela o puedo asistir a una conferencia y aprender muchisimo sobre un nuevo
programa de computacién. Cada desempeifio implica una serie de tareas que realizaré
a menudo, y cada tarea implica una serie de habilidades. Mis habilidades seguiran
desarrollandose durante toda mi vida.

¢A quién le puedo solicitar asesoria?

La familia y los compaferos son siempre un buen punto de partida. La gente que me

conoce puede contarme de manera clara e informal acerca de mi desempefio.

Los consejeros estudiantiles y otros miembros de la comunidad también estaran

dispuestos a charlar conmigo. Planeo las preguntas que me gustaria hacery preparo

una lista antes de comenzar. Por ejemplo:

e ;Cuales son las tareas que hay que desempefiar en la profesion que me gusta?
Existe una relacién clara entre mis propios intereses, aptitudes y habilidades
con aquellos que se necesitan para las tareas tipicas de esa profesion?

* ;Qué tipo de educacidon previa necesito para dicha profesion? ;Donde puedo
aprender y prepararme? ;Co6mo puedo pagar dicha educacién?

e ;Cual es el futuro de la profesion aludida?

e ;En qué horarios se trabaja? ;Existe algin tipo de flexibilidad? ;Puedo trabajar
desde mi casa?

e ;Es necesario viajar?
e ;Cuales son las posibilidades de crecimiento que tengo en esa profesion?

e ;Cuales son los beneficios en cuanto a cobertura de salud y jubilacién que ofrece
la profesion?

e ;Cuanto dinero ganaria?

e ;Necesito mudarme a otra ciudad?

Célculo 11 e 3‘
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Como aplicacién a lo estudiado en esta guia acerca de “la toma de decisiones”

me

b

autoaplico un test, lo respondo con toda sincerida me cualifico de acuerdo con
toapl test, | pond tod dad y lifico d d

las condiciones que se presentan mas adelante.

1.
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Cuando se me presenta un problema soy capaz de analizar las causas del mismo
serenamente, sin acaloramiento, dejando de lado toda presion existente.

a) Soy capaz
b) Sélo algunas veces
c) No puedo

Me doy a la tarea de formular varias soluciones para un mismo problema antes
de buscar los efectos de cada solucién propuesta.

a) Si
b) En ocasiones
c) No

Necesito escuchar la opinidn de terceros antes de tomar una decisién crucial.
a) No lo necesito

b) Algunas veces

c) Si, necesariamente

Busco soluciones diferentes a las tradicionales para atender problemas recurrentes.
a) Si, siempre lo intento

b) Muy poco

c) No, me fijo en las soluciones anteriores

Considero que el trabajo en equipo es importante, pero soy consciente que ante
la falta de consenso existe la necesidad de que alguien del equipo sea quien

tome las decisiones.

a) Totalmente consciente

26/11/2012 09:52:43 a.m. ‘

b) Prefiero una votacion
c) No me interesa

6. Si me piden que decida sobre un asunto particular en el que no tengo mayores
conocimientos ni elementos de juicio, entonces:

a) Pido tiempo y mayor informacion para conocer mas
b) No decido de ninguna manera
c) Decido

7. Ante la duda en la toma de una decision pido consejo de otras personas o
simplemente me lanzo al agua

a) Escucho opiniones, las sopeso y luego decido
b) En ocasiones
c) Me lanzo

8. Me gusta que otras personas aporten ideas y soluciones porque

a) En sus ideas puede estar la solucion mas acertada
b) No me gusta, prefiero actuar en solitario
c) Me libran de la responsabilidad

9. Si tengo que tomar una decision y sé que ésta afectara negativamente a una
persona que estimo:

a) Decido
b) Le consulto
c) Prefiero que otro la tome

10. Creo que las ideas creativas y poco comunes pueden resultar en buenas soluciones
a) Siempre
b) A veces
c) Nunca

Para la cualificacidn, se siguen las siguientes normas:

En cada item, si la respuesta es a, asigne 5 puntos; si es b, asigne 3 puntos y si es

c, asigne 1 punto. Después de responder los 10 items, sume los resultados y
cualifique asi:

Célculo 11 e 3‘
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simplemente no le interesa y prefiere que otros lo hagan por usted. La indecision
es muy frecuente en su vida.

Entre 25 v 39 puntos: media. Sabe que es importante tomar decisiones pero adin no
lo reconoce plenamente, osa enfrentar la responsabilidad aunque no tiene claro el
mejor método.

Entre 40 v 50 puntos: alta. Busca soluciones creativas, sabe que no es duefio
absoluto de toda la verdad y que dar participacion a los demas hace parte del éxito,
pero no depende de ellos. Le gusta el riego pero, lo sabe medir.

1. Ahora, planeo la aplicacion del test (o uno similar) a otros miembros de mi
entorno que deban tomar decisiones que de alguna manera tienen que ver
conmigo, registro los resultados y los confronto. Escribo mis conclusiones, las

Comparo con las de otros Compaﬁeros y las discutimos para lograr un consenso.

2. Finalmente, basado en los conceptos de crecimiento o decrecimiento de una

funcion, leo el siguiente enunciado y resuelvo los planteamientos:

“El dueno de un limonar calcula que si se siembran 50 arboles por hectarea, cada arbol
en produccién dara un promedio de 600 limones por afio. Por cada arbol
adicional que se siembre por hectarea, el nimero de limones producido por
un arbol al afo disminuira en 6:

a) Decido cual es la funcion que describe la situacion.
b) Calculo los intervalos de crecimiento o de decrecimiento de la funcion.
c) Bosquejo la curva.

d) En el punto en donde la curva forma una concavidad, calculo cuantos limones
se producen.

e) En otros puntos de la misma curva el ndmero de limones es ;mayor o menor
que el valor anterior?

3. Comparo mis respuestas con las de otro companero, discutimos hasta ponernos

de acuerdo y compartimos con el profesor para detectar posibles fallos.
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INDICADORES DE LOGRO

* Dada la grafica de una funcion, identifica claramente los valores extremos de la
funcion
* (Calcula correctamente los valores extremos de una funcion mediante el criterio de
las aproximaciones en la primera derivada y usa el resultado para bosquejar la curva
* Determina con suficiencia los valores extremos de una funcion a traves de la segunda
derivada e igualmente, bosqueja la curva
* Identifica las diversas personas que se benefician o afectan de sus acciones y procesos
(ORIENTACION AL SERVICIO)
* Percibe algunas actitudes y necesidades de los otros
* Respeta el punto de vista de las personas a las que presta su servicio
* Contribuye a que los otros tomen decisiones, respetando su autonomia, sin forzarlos
o presionarlos
— * Maneja con amabilidad y cortesia las criticas de otros
’ * Proyecta a los demas sus conocimientos acerca de la empresa y los productos o
servicios que ofrece

* Demuestra la vivencia de la solidaridad como valor humano
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Con los compaieros leemos y analizamos el siguiente contenido:

Ademas de los valores extremos de una funcién que vamos a desarrollar en esta
guia, trataremos la C.L.G. ORIENTACION AL SERVICIO, que se define como “capacidad
para reconocer cdmo sus acciones y procesos inciden y aportan a la satisfaccion de
los otros”.

Es la cualidad de ayudar a otros de manera pertinente, desarrollando la disposici6n
y actitud para asegurar la satisfaccion de las necesidades del cliente de manera
atenta, oportuna y permanente.

La orientacion al servicio permite ser consecuentes o razonables entre lo que se
espera del servicio y lo que la empresa realmente provee a sus clientes.

La orientacidon al servicio no termina cuando se entrega el producto y por tanto se
debe hacer un seguimiento a los resultados y objetivos propuestos, con el fin de
alcanzar el mayor grado de satisfaccion posible: la calidad no es un premio a un
producto o servicio, es un reconocimiento a la gestion realizada.

Para la orientacion al servicio es importante la gestion de la informacion, pues el
conocimiento de qué es lo que se pretende lograr, mejora la calidad. Una adecuada
interaccion genera un mejoramiento continuo.

Evaluar conjuntamente los procesos establecidos, tomar acciones correctivas y realizar
un seguimiento de lo que se quiere lograr mejora la calidad del servicio. El respeto
a los puntos de vista y a las sugerencias hechas y su posterior evaluacién conlleva
a una gestion del cambio que busca generar una mejor calidad, en cualquier ambito
en el que nos desenvolvamos.

La critica y el aporte de ideas propician un mejor ambiente de servicio que redunda
en el beneficio general y que permite la participacion de las instancias involucradas.

Atendamos, pues, las sugerencias que se hagan respecto de esta competencia.

,nidad4 * 44

26/11/2012 09:52:44 a.m. ‘

‘ unidad 4 calculo.indd 45

Leo, analizo y comparto con un compafiero el siguiente contenido. (Si necesito

escribir lo hago en mi cuaderno de matematicas).

Sea la funcién Y = X3 - 6X2 + 9X. Calculo los intervalos de crecimiento o de
decrecimiento de la funcién y uso el resultado para bosquejar la curva. ;Cuantas
concavidades tiene la curva?

:Qué nombre podriamos darle a los puntos donde la curva cambia de creciente a
decreciente? ;Y de decreciente a creciente?

:Qué tipo de servicio podria yo prestarle a mi compaiero si presenta dificultades en
la soluciéon del ejercicio que plantea la vivencia?

Si tiene dificultades, revise la guia anterior o busque informaciéon a través de los
recursos que tiene su institucion, por ejemplo CABRI II. Resuelto el ejercicio,
socializamos nuestro trabajo con otros subgrupos y con el profesor.

Con un compaiiero leemos, analizamos y consignamos en el cuaderno de matematicas
lo que aparece en el recuadro verde. Si es necesario volvemos a resolver

comprensivamente los ejemplos dados:

En la guia anterior se vio que una funcién puede ser creciente o decreciente. Los
puntos en donde la curva cambia de creciente a decreciente o de decreciente a
creciente son los puntos extremos de la funciéon y significa que en ellos la funcién
toma o su valor MAXIMO o su valor MINIMO, como se ve en la gréafica:

Calculo 11 o 4‘
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ANALICEMOS LA GRAFICA

En el punto A, la curva pasa de CRECIENTE a DECRECIENTE y la ordenada de A es la
mas grande dentro de la concavidad hacia abajo y se dice entonces que el extremo
A es un MAXIMO RELATIVO. En el punto B, la curva cambia de DECRECIENTE a
CRECIENTE y como la ordenada de B es la mas pequefia dentro de la concavidad
hacia arriba, se dice que el extremo B es un MINIMO RELATIVO. En el punto C no
se forma concavidad y s6lo se presenta un cambio en la direccién de la curva y se
dice que en el extremo C se presenta un punto de INFLEXION; se observa que antes
de C la funcién CRECE y después de C, también.

PRIMER METODO PARA EL CALCULO DE LOS EXTREMOS DE UNA FUNCION

De acuerdo con lo expuesto antes, se daran los siguientes pasos para determinar
los maximos o minimos de una funcién:

1) Se busca la primera derivada de la funcion y se iguala a 0 (porque en un punto
extremo la tangente geométrica es horizontal y por tanto su pendiente es
igual a cero).

2) Se resuelve la ecuacion ’resultante. Los valores que se obtienen para la variable
se [laman VALORES CRITICOS, porque para dichos valores en la variable la

funcion se hace extrema.

3) Se aproxima cada valor critico, primero por la izquierda (un valor un poco
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menor que el valor critico y luego por la derecha (un valor un poco mayor que el
valor critico) y se sustituyen en la derivada para conocer su signo.

4) Se analizan los signos que toma la derivada en las aproximaciones:

a) Si el cambio es de + a - significa que la curva cambia de creciente a
decreciente y por tanto hay un MAXIMO relativo para dicho valor critico.

b) Si el cambio es de - a +, significa que la curva cambia de decreciente a
creciente y en consecuencia la funcion presenta un MINIMO relativo para
dicho valor critico.

c) Si no ocurre ningdn cambio: + a+ 6 - a -, quiere decir que la curva no
presenta concavidad ni hacia abajo ni hacia arriba y sélo ocurre un cambio

en la direccion de la curva. En estos casos existe un punto de inflexidn.

Ejemplo 1: calcular los maximos o minimos o inflexiones de la funcidn

Y = X; + X’ — 64 + 2. Use los resultados para bosquejar la curva.
Solucion:
1) ¥ = X + X’ — 6% +2 (Funcion dada)
3 2
2) Y=X?+X-6 (Derivada de la funcion)
3) X*+X-6=0 (Igualamos a 0, porque en un punto extremo Y'=m=0)
4) X+3)(X-2)=0 (Factorizando la 3)

5) SiX+3=0entoncesX=-3 y si X-2=0entonces X=2 (Seiguala cada factor
a 0y se resuelve la ecuacion para obtener los valores criticos).

Tomamos aproximaciones a -3, primero por la izquierda y luego por la derecha y lo
reemplazamos en la derivada para determinar el signo que toma en cada caso, asi:

Si X =- 3.1 (que es menor que -3) entonces (-3.1+3)(-3.1-2) = (-0.1)(-5.1)= +0.51
Si X =-2.9 (que es mayor que -3) entonces (-2.9+3)(-2.9-2) = (0.1)(-4.9)=- 0.49
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Como el cambio es de + a -, entonces para el valor critico X = -3 la funcion presenta
un maximo cuyo valor es 21.5, valor que se obtiene reemplazando el valor critico
en la funcién dada.

Ahora tomamos aproximaciones a 2, primero por la izquierda y luego por la derecha
y sustituimos en la derivada para determinar su signo cuando se aproxima al valor
critico, asi:

Si X = 1.9 (que es menor que 2) entonces (1.9 + 3)(1.9 - 2) = - (nbtese que so6lo
interesa el signo).

Si X =2.1 (que es mayor que 2) entonces (2.1+3)(2.1-2) = +.

Como el cambio es de - a +, entonces para el valor critico X =2 la funcion presenta
.. . Z o
un minimo relativo cuyo valor es =, valor que resulta de reemplazar el valor critico
T

en la funcidon dada.

. . 43
Para bosquejar la curva, se localizan los puntos extremos que son A (-3 ?) y B

2 p . .
(2,5). Como en A hay un MAXIMO relativo, se coloca la mano formando concavidad

hacia abajo como se ve en la figura y se traza aproximadamente la curva, tratando
de formar dicha concavidad; igualmente, en B, que es un MINIMO relativo, se
coloca la mano con la concavidad hacia arriba y se dibuja aproximadamente la
curva, tratando de formar esa concavidad. Finalmente, se suaviza un poco el trazado
para darle la forma adecuada.
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Ejemplo 2: calcular los maximos o minimos o inflexiones de la funciéon Y= (2 - X )°.
Solucion:

1) Y=(2-X)
2) Y'=-3(2-X)? (Derivada de la funcién)

3) -3(2-X)>=0  (Porque en un valor extremo Y'=mt=0)
4) X=2

(Funcién dada)

(Resolviendo la ecuacion anterior para obtener un valor critico)

Ahora tomamos aproximaciones a 2, primero por la izquierda y luego por la derecha y
sustituimos en la derivada para determinar su signo cuando se aproxima al valor
critico, asi:

Si X = 1.9 (menor que 2) entonces Y'=-3(2-1.9)? = - (S6lo interesa el signo)
Si X =2.1 (que es mayor que 2) entonces Y' =-3(2 - 2.1)? = -.

Como la derivada no experimenta cambio (- a -), entonces para el valor critico
X =2 la funcion presenta un punto de INFLEXION en A(2, 0).

Para bosquejar la curva se localiza el punto A(2, 0). Como a la izquierda de 2 la
funcion decrece, se hace descender la curva; a la derecha de 2 la funcion sigue
decreciendo, entonces sigue haciendo bajar la curva, pero con un cambio de direccion,
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como se ve en la figura: 1) Se busca la primera derivada de la funcién, se iguala a cero y se resuelve la
ecuacion para hallar los valores criticos (Igual que en el método anterior).

v 2) Se calcula la segunda derivada de la funcion respecto de la variable y se sustituye
' en ella cada valor critico para determinar su signo:

a) Si la segunda derivada resulta POSITIVA, entonces hay un MINIMO RELATIVO
\ para ese valor critico.

\ b) Si la sequnda derivada resulta NEGATIVA, entonces existe un MAXIMO RELATIVO
N, AR para ese valor critico.

c) Si la segunda derivada resulta igual a cero y la tercera derivada es diferente
de cero, entonces hay un punto de INFLEXION.

, Ejemplo 1: usando el criterio de la sequnda derivada, hallar los valores extremos de

la funciéon ¥ — ’2 +3X°4+8Y—9g.

Solucion:
k]
. . ) 1) ¥= o | 3X* 8X & (Funcién dada)
SEGUNDO METODO PARA EL CALCULO DE LOS VALORES DE UNA FUNCION 3
) Y'=X +6X+8 (Primera derivada de la funcion)

Si se tiene la derivada de una funcion, se llama sequnda derivada de la funcién

a la derivada de esa derivada, o sea, la segunda derivada de una funcién es la ) ) )
derivada de la derivada, la tercera es la derivada de la sequnda derivada, y asi 3) X'+ 6X+ 8=0=(X+ 4)(X+ 2)=0=X=-4vX=-2 (Se iguala la primera

sucesivamente. Por ejemplo: si F(x) = X* - 2X3 + 5X? + 3 entonces la segunda derivada a 0 y se resuelve la ecuacién para hallar los valores criticos).

derivada de F(x) respecto de x es: 4) ¥'"—2x +14  (Se halla la sequnda derivada de la funcion)

F (x)= Z—: Y'=4X?-6X?+ 10X (Primera derivada de Y respecto de X) Si X = -4, entonces Y” = 2(-4) + 6 = - 2, que es menor que 0; luego hay un MAXIMO
Ix
d? : 1 Y :
F (X):F =Y"” =12X?- 12X + 10 (Segunda derivada de Y con respecto a X) relativo en A(-4, —5) (Se reemplaza el valor critico -4 en la segunda derivada para
X
3 . .
F” (x)= d_{ =Y " = 24X - 12X (Tercera derivada de Y con respecto de X) determinar su signo).
X

Si X = - 2 entonces Y” = 2(-2) + 6 = +2, que es mayor que 0; luego hay un MINIMO
Existe un método alternativo para calcular los valores extremos de una funcién,

aplicando el criterio de la sequnda derivada de la funcion respecto de la variable.

5
El proceso es como sigue: relativo en B(-2, —g) (Se reemplaza el valor critico -2 en la segunda derivada

para determinar su signo).
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Si existe un punto de inflexion (donde la curva cambia de direccidon sin formar
concavidad), la segunda derivada debe ser igual a cero y la tercera derivada ha de
ser diferente de cero. Por tanto, se halla la sequnda derivada, se iguala a cero y se
resuelve, asi: 2X + 6 = 0 entonces X = -3; se busca la tercera derivada, asi: Y = 2,
que es diferente de 0 y por tanto hay un punto de INFLEXION en C(-3, -1).

Si bosquejamos la curva, resulta:

A= a7
: G, )
H .

-

s

By{-Z. -5/3)

i

Obsérvese que aproximandose a C, por la izquierda, la curva desciende, cambia de
direccion y sigue descendiendo para poder formar la concavidad hacia arriba en el
punto B, que es un MINIMO relativo como ya se dijo.

Se hace notar que por el método de las aproximaciones en la primera derivada los
puntos de inflexion no siempre aparecen; en cambio, usando el método de la
segunda derivada se pueden encontrar, siempre y cuando se satisfagan las dos
condiciones: la sequnda derivada debe ser igual a 0, pero la tercera derivada debe
de ser diferente de 0.
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Leo, analizo y resuelvo en el cuaderno de matematicas los siguientes temas para

comprobar mi avance en lo relacionado con los valores extremos de una funcion.
Finalizado el ejercicio y comprobados los aciertos y falencias, me dispongo a observar
algunas actitudes manifestadas por algunos compaferos y si estoy en condiciones,
ofrezco mis conocimientos, en pro del avance de los que asi lo requieran.

Utilizando cualquiera de los dos métodos descritos antes, calculo los valores criticos,

los intervalos en donde la funcién crece o decrece, los puntos de inflexion, los
valores extremos y aprovecho los resultados para bosquejar la curva:

1) Y=X°-3X-9X+ 10
2) Y=-X2+8X-6
3) V=X?-6X2+12X-7
4) Y=X3-27+16

5) Y=X3-9X?+15X-5

6) Y= (X2 - 4)
7)Y =2X2 - X
8) Y=X*-4X

9) ¥ =2X+3X%- 12X - 4

X+ X+4

10) Y =
X+1

Cilculo 11 o 5‘
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Usando la aplicacion CABRI I, verifico los resultados obtenidos en los ejercicios
anteriores dando las instrucciones para construir las graficas. Si es posible, las imprimo

para hacer un analisis mas detallado de los resultados.

En relacién con mis desempefios en cuanto a la competencia, procedo como lo hice
en la actividad C.
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ESTUDIO Y ADAPTACION DE LA GUIA
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LA DERIVADA EN LA SOLUCI(JN’DE PROBLEMAS
SOBRE MAXIMOS Y MINIMOS

Hexdgonos.en un munde empaquetado

Les pexagonos estan en todas partes. Tanto en células
vivas, dispesitivos atificiales o coloifas de abejas,
podemos enconbrar -Un  Hpo caracteristice da ondan
hexaganal y a5 1o que & conoce como ampaguetamientn
compacta y 85 de hecha el mas efesthve pars acomodar
el mayor ndmers de objetas {un maximo} en el meno:
e5pacio (un minima),

Parace gue iz naturalera supiera calcula!

INDICADORES DE LOGRO

* Plantea y desarrolla correctamente problemas que involucran maximos o minimos
de funciones reales

* Disena y construye instalaciones agropecuarias, aplicando correctamente los
maximos o minimos de funciones

* Manifiesta curiosidad intelectual (CREATIVIDAD)

* Combina, elige y extrapola la informacion que posee para resolver problemas de
su vida cotidiana

* Demuestra empa‘a’a (participacién activa, y por lo general emotiva, de una persona
en una realidad ajena) hacia las ideas diferentes a las suyas

* Posee capacidad de analisis y sintesis

Calculo 11 5‘
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En esta guia, ademas de los problemas sobre maximos y minimos, trataremos la
C.L.G CREATIVIDAD, que es “el proceso de presentar un problema a la mente con
claridad (ya sea imaginandolo, suponiéndolo, meditandolo, visualizandolo,
comparandolo, etc.) y luego brindar o inventar una idea, concepto, nocién o
esquema segin lineas nuevas o no convencionales. Supone el estudio y la reflexion
antes de la accion”.

“Es la capacidad de ver nuevas posibilidades y hacer algo al respecto, ir mas alla del
analisis de un problema o intentar poner en practica una solucién, produciendo un
cambio. El ser creativo conlleva a ser productivo”.

“Creatividad es la capacidad de ver nuevas posibilidades y hacer algo al respecto.
Cuando una persona va mas alla del analisis de un problema e intenta poner en
practica una solucién se produce un cambio. Esto se llama creatividad: ver un
problema, tener una idea, hacer algo sobre ella, tener resultados positivos. Los
miembros de una organizacion tienen que fomentar un proceso que incluya
oportunidades para el uso de la imaginacion: experimentacion y accion”.

Como uno de los propdsitos en el grado 11 es formular nuestro proyecto de vida,
haremos en esta guia unas consideraciones sobre ;cual sera mi trabajo en el futuro?

Estemos, pues, atentos a las sugerencias que se hagan sobre esta competencia.

Leo, analizo y comparto con un compaiiero la siguiente informacion. Si necesito

escribir lo hago en mi cuaderno de matematicas.

Base x Altura _ bh
2 2
manera similar, escribo las formulas para hallar el area de: el rectangulo, el cuadrado,

el triangulo equilatero en funcién del lado, el circulo, el trapecio, el rombo, la
esfera, el area lateral y total del cilindro, el area lateral y total del cono.

Para calcular el area de un triangulo se usa: AreaTriangulo = De

:Qué otras formas puedo utilizar para calcular el area de las figuras indicadas?
Comparto mi respuesta con las de otros companeros y adoptamos las mas eficientes.
Para hallar el perimetro de un triangulo, basta expresar la suma de sus lados, asi:
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Perimetro = a + b + c. Similarmente, escribo el perimetro de: el rectangulo, el
cuadrado, el circulo (la circunferencia).

Para calcular el volumen del paralelepipedo (una caja) se utiliza la formula:
V = largo x ancho x altura =lah. De forma similar, escribo las formulas para calcular
el volumen de: el cubo, el cilindro, el cono, la esfera.

La vivencia nos permite actualizar conocimientos importantes para la vida laboral,
ya que generalmente se requieren a todo momento. La persona que pueda realizar
acertadamente este tipo de calculos, desempenia con mayor seqguridad un trabajo o
toma decisiones sobre su propia empresa.

Si tengo dificultades para obtener los resultados, consulto la informacién en las
fuentes adecuadas.

Analizo y reflexiono sobre lo siguiente:

La sinéctica es una disciplina que desarrolla métodos o estrategias cuyo propésito
es desarrollar la creatividad y la productividad.

e La creatividad esta latente en casi todas las personas en grado mayor que el que
generalmente se cree.

e (uando se trata de creatividad e inventiva, lo emocional y no racional es tan
importante como lo intelectual y lo racional.

® Muchas de las mejores ideas nacen cuando no se esta pensando conscientemente
en el problema que se tiene entre manos. La inspiracion surge durante un
periodo de “incubacién”, como cuando un hombre estd manejando camino al
trabajo o regando su jardin o jugando.

El desarrollo de la creatividad es determinante en la decision que deben tomar las
personas para enrutar su vocacion en su proyecto de vida lo que les permitira ser
exitosos en lo laboral.

Calculo 11 o 5‘

26/11/2012 09:52:56 a.m.



R i

CUALIDADES DE LA PERSONA CREATIVA

Aungue no existe un modelo bien definido de las personas creadoras, todas presentan
ciertas similitudes como:

* Manifiestan una gran curiosidad intelectual.

e Tienen en sus mentes amplia informacién que pueden combinar, elegir y extrapolar
para resolver problemas.

e Demuestran empatia hacia la gente y hacia las ideas divergentes.

* No estan pendientes de lo que los otros piensan sobre ellos y se hallan bastante
liberados de restricciones e inhibiciones convencionales.

* Poseen capacidad de analisis y sintesis.

* Poseen capacidad de redefinicidon, es decir para reacomodar ideas, conceptos,
gente y cosas, para trasponer las funciones de los objetos y utilizarlas de maneras
nuevas.

Leo, intcrprcto y anoto en mi cuaderno de matematicas los conceptos que aparecen
en el recuadro verde y si es preciso, elaboro diagramas e intento resolver por mis

propios medios los Cjcrcicios propuestos.

Sean los rectangulos que se muestran en la figura y que representan tres lotes de
terreno que se desea cercar con alambrina. ;En cual de los rectangulos se gasta
menos alambrina? Si se busca el perimetro en cada caso se ve que para uno es de
58 metros; para otro es 104 metros y para el otro es de 40 metros. Es evidente
que el mas econdmico es el de 40 metros (el cuadrado de lado 10m).

d m

25 m
10 m

10m
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El hecho de maximizar o minimizar una magnitud es una de las aplicaciones mas
importantes que tiene el calculo diferencial y cuya utilidad en cuestiones de
economia es innegable, toda vez que un arquitecto, por ejemplo puede disenar
el edificio mas econémico y con maxima capacidad, una constructora de envases
puede disefar un recipiente de minimo costo y maximo volumen, etc., como lo
comprobaremos a través de ejemplos. Como no existe una regla general aplicable
a todos los casos, los siguientes pasos permitiran resolver con éxito algunos
problemas sencillos:

1) Si es posible, se construye un grafico aproximado acorde con las condiciones del
problema.

2) Se identifica la magnitud que se desea extremar y se expresa a través de la
variable o variables que intervienen en el problema.

3) Sien la relacion anterior hay mas de una variable, el enunciado siempre aporta
los datos suficientes para plantear una nueva relacion que permita ligar las
variables que intervienen.

4) Se sustituye una de las variables en la relacion planteada en el punto 2, logrando
de este modo expresar la funciéon que se va a extremar a través de una sola
variable.

5) Se calculan los maximos o los minimos a la funcion transformada.

Ejemplo 1: el perimetro de un rectangulo es de 40 metros. Calcular sus dimensiones

para que el area sea maxima (es el problema que ya se resolvié por ensayo y error,
al iniciar esta seccion).

Paso 1: la grafica.

~
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Paso 2: se desea extremar (hacer maxima en este caso) el area A del rectangulo.
Luego: A = ab. La funcién A queda expresada a través del largo a y del ancho b del
rectangulo.

Paso 3: como en la ecuacién anterior hay mas de una variable, es preciso buscar la
relacion que existe entre las dos variables usando los datos del problema. Esa
relacion es el perimetro P. Luego: P = 2a + 2b = 40, entonces a + b = 20; si
despejamos una de las variables (a, por ejemplo), asi: a = 20 - b.

Paso 4: se reemplaza el valor de a en la ecuacion obtenida en el paso 2, asi:
A = (20 - b)*b, entonces A = 20b - b? que es el area del rectangulo expresada a
través de la variable b.

Paso 5: se calculan los extremos de la funcidn anterior. Luego:

A=20-2b
20 - 2b = 0 entonces b = 10. Si se reemplaza en la relacién obtenida en el paso 3,
resulta: a =20 - 10 = 10.

Por tanto las dimensiones buscadas son largo = 10 m y ancho = 10 m, es decir se
trata de un cuadrado cuya area es 10 m * 10 m = 100 metros cuadrados.

Para probar que para el valor critico b = 10 la funcion A presenta un maximo,
calculamos la segunda derivada: A" = - 2b° y reemplazamos el valor de b:

A" = -2(10°) = -2 < 0, entonces para b = 10 la funcién presenta un maximo cuyo
valor es A = 20(10) - 100 = 100 metros cuadrados.

Ejemplo 2: se desea construir un recipiente cilindrico de hojalata cuya capacidad
sea de 64 centimetros cibicos. Determinar las dimensiones que debe tener para que
la cantidad de material requerida en su construccidn sea la menor posible, suponiendo
que: a) El recipiente es abierto por encima; b) El recipiente es cerrado.

,nidadl» ® 62
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Paso 1: la grafica para las dos situaciones planteadas es:

aj bl

Paso 2: se desea extremar (hacer minima en este caso) el area A del cilindro. En la
parte a) lo consideramos sin tapa y por tanto se deben tomar el area lateral y el area

de una base. Luego: A = 2mrh + mr®la funcion A queda expresada a través del radio
ry de la altura h.

Paso 3: como en la ecuacién anterior hay mas de una variable, es preciso buscar la
relacion que existe entre las dos variables, que en este caso es el volumen del

cilindro, pues V = mr’h = 64 vy de aqui podemos despejar h, por ejemplo, para

obtener: h = 64

nre
Paso 4: se reemplaza el valor de h en la ecuacion obtenida en el paso 2, asi:
A= 271:)’(—42) Pt = A 128

6
r r
funcion del radio r.

2 2 ops
+Tr", que es el area del cilindro expresada en

. . , 128
Paso 5: se calculan los extremos de la funcién anterior. Luego: A"=2mr - =
4 .
211 -£28= 0= 27nr’ - 128 = 0= r’= ﬁ:>r= S7— - Sise reemplaza en la
r m n
. . 64 4
relacién obtenida en el paso 3, resulta: h= —— = h =

n(%)? Vn
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Por tanto las dimensiones buscadas son r = h = icm. Para probar que se trata

n

de un minimo el valor del radio en la segunda derivada de la funcion:

A =2+ @ Como r =

4
r’ Un

mayor que cero y por tanto hay un minimo para el valor critico de r.

al reemplazar este valor positivo en A” resulta

Para la posibilidad b) el paso 1 ya esta dado en el caso anterior.

Paso 2: la magnitud que se va a extremar es también el area y para expresar la
funcion basta agregar al area la superficie de la tapa, es decir: A=2nrh + 2nr?,

Paso 3: es igual al paso 3 anterior, pues la relacion que liga las variables ry h es el
mismo volumen.

Paso 4: si se reemplaza el valor de h, queda: A _2nr(6—)+2nr — A=2mr? +1—28

Tl r
que es el area del cilindro expresada en funcién del radio r.

Paso 5: se hallan los extremos de la funcién anterior:
128

r2

i =128 — 0 4 —128 - 0= - 1/32 \F
r

,/ )2 / \/; Luego las dimensiones del cilindro son
Radio r = 23\/j cm y altura h=2r= 43\/Z
L T

Para probar que se trata del area minima buscamos la segunda derivada y sustituimos
p 56 256

242 —_ 23 i 2 ”
por el valor critico I = . cAY = T luego, A" = 41 +
T r 4 3
(2-)
T

resulta mayor que cero y por tanto el area se hace minima.

A" = 4mr —

,nidadlr * 64
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Ejemplo 3: hallar dos nameros positivos cuya suma sea 20 y en forma tal que el
producto del cuadrado de uno de ellos por el cubo del otro sea maximo.

Paso 1: sean X e Y los dos nlmeros.

Paso 2: se desea extremar (hacer maximo en este caso) el producto del cuadrado de
uno de ellos por el cubo del otro, 0 sea: P= X*Y>.

Paso 3: como en la funcidn anterior hay dos variables, X e Y, es preciso buscar la
relacion que las liga, que para el efecto es la suma de los dos ndmeros:
X +Y =20. Si despejamos X, por ejemplo, queda: X =20 - Y.

Paso 4: se reemplaza el valor de X en la funcién P obtenida en el paso 2:
P= (20-Y)Y’= P = (400 - 40Y + Y?)Y?

P= 400V - 40Y*+ Y°

Paso 5: se hallan los maximos o minimos de la funcién anterior:

P = 1200Y?%-160Y> + 5 Y* (Se busca la derivada de P respecto de Y)
1200 Y2-160Y> + 5Y*=0=240Y%-32Y°*+ Y*=0

Y2(240 - 32Y + Y?) = 0= Y*(Y - 12)(Y - 20) = 0. Luego:

Y=06 Y=12 06 Y = 20. Los valores criticos 0 y 20 deben descartarse porque en
cualquiera de los casos el producto seria cero. Por tanto, si Y = 12 reemplazamos en

el paso 3: X =20-12 =8.

Para probar que cuando Y = 12 la funcién P presenta un maximo, sustituimos el
valor critico 12 en la segunda derivada de la funcion, asi:

P’ = 2400Y - 480Y% + 20Y * entonces P” = 2400(12) - 480(144)+20(1728)
entonces P” = -5820 que es menor que cero y por tanto la funcidn P presenta
un valor maximo.

Ejemplo 4: una parcela rectangular ha de proyectarse al lado del solar de un vecino
y ha de tener un area de 10800 metros cuadrados. Si el vecino conviene en pagar
la mitad de la cerca medianera, ;cuales deben ser la dimensiones de la parcela para
que el costo de cercarla sea, para el duefio, el minimo?

Calculo 11 o 6‘
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Paso 1: se elabora la grafica:

Solar del vecing

-

Paso 2: la magnitud que debe extremarse es la longitud que se va a cercar, o sea:

A .
=Y+ X+ ; (Recuérdese que el vecino paga la mitad de la cerca medianera).

Paso 3: como en la funcidn anterior hay dos variables X e Y, debe buscarse la
relacion que las liga para poder eliminar una de ellas. Si el area del rectangulo es

) 105{1)
conocida, entonces: XY = 10800, entonces ¥ — Y -
. . . 10800, 31X
Paso 4: reemplazamos el resultado anterior en el paso 2: L = E{TH?’ en

donde la funcion L aparece expresada en funcion de X.

Paso 5: se calculan los maximos o minimos de la funcion transformada.

. 21 . .
- £ 62{JD (Derivada de la funcion)
2 A
3 21600

S~ =0 =>3X7- 43200 = 0 = X" = 14400 = X = £120.

Si se toma la raiz positiva, X = 120, entonces Y =90 (Reemplazando en el paso 3).

Luego, las dimensiones son 120 metros x 90 metros.
Para probar que para el valor critico X = 120 la funcién presenta un minimo,

o . . 7
sustituimos el 120 en la segunda derivada, asi: {''= 43700

. 43200
., entonces ("=
X" 120°

que resulta mayor que cero y por tanto la funcién L presenta un minimo.

,nidad4 * 66
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Ejemplo 5: de una pieza cuadrada de hojalata de lado 50 centimetros, se desea construir
una caja, abierta por arriba, del mayor volumen posible, cortando de las esquinas
cuadrados iguales y doblando hacia arriba la hojalata para formar las caras laterales.
;Cual debe ser la longitud del lado de los cuadrados cortados?

Paso 1: graficamente, el enunciado se representa asi:

Paso 2: lo que se va a extremar (hacer maximo) es el volumen de la caja, o sea:
V= (50 - 2X)*X = V = 2500 X - 200X *+ 4X°

Paso 3: no se requiere porque la funcién V esta expresada a través de una sola variable.

Paso 4: se calculan los maximos o minimos de la funcion V:

I"= 2500 - 400X + 12X2 V' (Derivada de V respecto de x)

2500 - 400X + 12X =0 Se iguala a cero para buscar los valores criticos.
3X? - 100X + 625 =0 (Dividiendo por 4)
(3X)? - 100(3X) + 18755 =0

3X2- 100X + 625 =0

(3X - 75)(3X-25) =0

3X -75 = 0 entonces X = 25

3X - 25 =0 entonces X = 23—5

unidad 4 calculo.indd 67
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La primera raiz se descarta porque si X = 25 en tal caso la hojalata se agotaria y no
quedaria material para construir la caja.

25
Si X= 3 el volumen de la caja se hace maximo y tomaria un valor de:
2 2 2
V= (50 - 2*?5)2 *?5:> v = 229900 s efecto: V' = 24X -400 y reemplazando

25 800
por el valor critico 3 se tiene: V' = 24* - 400 = - 3 valor menor que ceroy

por tanto hay un maximo.

ol s 25
Luego cada cuadradito tiene un lado X = 3

Guiandome por mis apuntes y por los ejercicios resueltos, desarrollo
concienzudamente los siguientes problemas, discuto mis resultados con los

compafieros del subgrupo y con el profesor para corregir posibles fallos.

Es muy posible que en el campo laboral a usted se le proponga desempefarse en
actividades de elaboracion de recipientes para empacar alimentos (potes cilindricos,
cajas, etc.). Para un buen desempefio necesita: aplicar con propiedad las derivadas
para el calculo de valores maximos o minimos de una funcion y fundamentalmente
se le exigira gran creatividad en el disefio y produccién, por ejemplo de empaques
mas econdmicos o de mayor capacidad, lo que contribuira a que su desempefio
laboral sea exitoso.

1) Hallar dos nimeros positivos cuya suma sea 20 y de tal modo que: a) Su producto
sea maximo; b) La suma de sus cuadrados sea minima.

2) Calcular las dimensiones del rectangulo de area maxima que puede inscribirse en
un circulo de 5 centimetros de radio.

3) Se desea construir una caja de madera de base cuadrada de 108 decimetros
cibicos de volumen. La parte de arriba debe estar abierta. ;Qué dimensiones
debe tener la caja para que la cantidad de material empleada en su construccion
sea minima?
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4) Se desea construir una caja paralelepipeda, abierta por encima, con una hoja
rectangular de cartén de dimensiones 8 dm x 15 dm, recortando de las esquinas
un pequefio cuadradito. ;Cuales seran las dimensiones de la caja para que el
volumen sea maximo?

5) Una etiqueta impresa debe contener 50 cm? de texto con un margen de 4 cm
arriba y abajo y de 2 cm a los lados. ;Qué dimensiones debe tener la hoja de
papel de modo que su area sea minima?

6) Hallar los catetos de un triangulo rectangulo de hipotenusa 20 cm para que
engendre un cono de volumen maximo al girar alrededor de uno de sus catetos.

7) Determinar las dimensiones de un cilindro circular recto de volumen maximo que
puede inscribirse en una esfera de radio 10 centimetros. (Ver figura 1, al final
de los enunciados).

8) Hallar las dimensiones del cono circular recto de volumen minimo que se puede
circunscribir a una esfera de 8 centimetros de radio. (Ver figura 2, al final de los
enunciados).

9) En un instante determinado, un barco B en altamar, se encuentra a 65 kildmetros
al ESTE de otro barco A. El barco B comienza a navegar hacia el OESTE con una
velocidad de 10 Km/hora, mientras que el barco A se desvia hacia el SUR con una
velocidad de 15 Km/hora. Si las rutas iniciales no se modifican, calcular el
tiempo transcurrido hasta que la distancia que los separa sea minima. Hallar
ademas la distancia a que se encuentran. (Ver figura 3, de la siguiente grafica).

Figura 1 Figura 2

Figura 3
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ALGUNAS ACTIVIDADES PARA DESARROLLAR LA CREATIVIDAD b. Un campesino dispone de 100 metros de malla metalica y con ella desea
hacer un cercado utilizando una pared y cerrando sobre ella un rectangulo.
e Dividan al subgrupo en dos, luego uno de ellos lista una serie de seres vivientes :Qué dimensiones debe dar al rectangulo para que el area cercada sea la mas
y el otro hace una lista de cosas. Ahora, ambos grupos leen el primer término grande posible?
(uno podria decir “elefante” y el otro diria “lapiz”), luego formulen la pregunta:
cqué le dice el elefante al lapiz? Esperen respuestas y después continden con c. Suponga que usted tiene una microempresa que produce bocadillos de guayaba
el siguiente par de términos y asi sucesivamente. Discutan creativamente sus que tienen la forma de un paralelepipedo de 4 cm de largo, 3 cm de ancho
respuestas, asi resulten situaciones absurdas. Todo redundara en el y 1 cm de espesor. Disefie una caja de carton de base cuadrada, con tapa,
fortalecimiento de la competencia. que permita empacar 2 docenas de bocadillos y de tal manera que se requiera
la menor cantidad posible de material, es decir, la caja que resulte la mas
® Muchas de las grandes innovaciones, inventos, mejoras, avances, empezaron econdmica.
como un “suefio”. ;Acaso no ha escuchado a aquellos que después de haber
logrado algo con mucho éxito expresan que les parecia un suefio? Comparta sus respuestas con otros compafieros y, si es posible, asociense para

desarrollar estos problcmas en la vida real. Discutan sus proyectos con el profcsor

RCSUClVO las 51gu10ntcs situaciones: para estimar su factlblhdad

a) ;Como me agradaria que fuera mi institucién, comunidad o pais?

b) ¢Qué cambios haria si hoy fuera elegido docente, director o presidente de la
replblica?

c) Escribo 5 deseos que me agradaria que se realicen.

Como comprobacion de mis avances, planteo y resuelvo los siguientes problemas

de aplicaci()n.

a. Un granjero desea cercar con una alambrada su parcela, la cual es un campo
rectangular de 5000 metros cuadrados de area y uno de cuyos bordes lo
constituye el cauce de un rio (supuesto linealmente en esa parcela). Si no es
preciso cercar la parte que esta limitada por el rio, calcular: a) Las dimensiones
de la parcela para que el costo de cercarla sea el mas econémico; b) ;Qué
cantidad de alambre debe adquirir si desea colocarle 6 hiladas de alambre de
puas?

,nidad4 e 70 Calculo 11 o 7‘

unidad 4 calculo.indd 70 26/11/2012 09:53:07 a.m. ‘ ‘ unidad 4 calculo.indd 71 26/11/2012 09:53:07 a.m.



ESTUDIO Y ADAPTACION DE LA GUIA

- Jnidad 4« 72
s J
[

unidad 4 calculo.indd 72

26/11/2012 09:53:07 a.m. ‘

¢Y LA DERIVADA QU’E TIENE QUE VER
CON LA FISICA?
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Dosde 1959, cuando fue lanzado el primer satélite gue Hevo un
instrumenty para observacion desde el espacio, se han
lanzado un gran numero gue cumplen diversas tareas y cuya
posicion y velocidad en cualguiar instante pueden calcularsa
mcdirnte ba denvada de lafuncidn gue describe su trayectora
ancualquier instante £,

INDICADORES DE LOGRO

Usa con propiedad la derivada para calcular la velocidad y la aceleracion en un
instante t de una particula que se desplaza en linea recta

Utiliza la derivada de una variable con respecto al tiempo para determinar rapidez
de cambio

Aplica la regla de L’6pital para eliminar mas facilmente las indeterminaciones

a
i

L]

o en el calculo de limites

Hace uso racional de los recursos naturales (RESPONSABILIDAD
AMBIENTAL)

Mantiene ordenado su sitio de trabajo

Participa activamente en los proyectos de mejoramiento ambiental que permiten
su vinculacion

Demuestra actitud positiva hacia los problemas que afectan el medio ambiente

Reconoce y analiza diferentes problemas del medio ambiente
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Amén del tema de matematicas que se desarrollara en esta guia, también trataremos
la C.L.G. RESPONSABILIDAD AMBIENTAL que es la “capacidad para relacionarse de
una manera racional y armoniosa con el ambiente”.

Estamos en un momento critico de la historia de la Tierra, en el cual la humanidad
debe elegir su futuro. A medida que el mundo se vuelve cada vez mas
interdependiente y fragil, el futuro depara, a la vez, grandes riesgos y grandes
promesas. Para sequir adelante, debemos reconocer que en medio de la magnifica
diversidad de culturas y formas de vida, somos una sola familia humana y una sola
comunidad terrestre con un destino comin. Debemos unirnos para crear una sociedad
global sostenible fundada en el respeto hacia la naturaleza, los derechos humanos
universales, la justicia econdémica y una cultura de paz. En torno a este fin, es
imperativo que nosotros, los pueblos de la Tierra, declaremos nuestra responsabilidad
unos hacia otros, hacia la gran comunidad de la vida y hacia las generaciones
futuras.

Estemos, pues, atentos a lo que se comente sobre esta competencia.

Leo, analizo y comparto con un compaiero lo siguiente. Si necesito escribir lo hago

en mi cuaderno de matematicas.

1) SiS=F"—4t° — 3t (S en metrosy t en sequndos), calculo la ecuacién general
de los incrementos, luego hallo el incremento relativo de S con respecto de t y uso
el resultado para determinar su valor cuando t cambia de 1 a 1.5.

Con relaciéon a mi aula de clase, a mi institucién, a mi hogar y en general a mi
entorno, ;qué problemas ambientales se derivan de la mala utilizacion de los
recursos? ;Me he preocupado por aportar soluciones? Escribo mis respuestas en el
cuaderno.
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Leo, interpreto y anoto en mi cuaderno de matematicas los conceptos que aparecen

subrayados y si es preciso, elaboro graficas.

LA DERIVADA COMO RAPIDEZ DE CAMBIO: en la guia anterior se vio que si ¥ =X?,

por ejemplo, entonces ix_y: 2X+ Ax ysiX=4 y Ax=0.5 entonces ix—y =8.5yse

describe la situacion diciendo que la rapidez media de variacion de Y con respecto
a x es igual a 8.5 cuando x cambia de 4 a 4.5.

En general, la razén ix_y = rapidez media de variacién de Y con respecto de X,

cuando X varia desde x hasta x +Ax.

RAPIDEZ INSTANTANEA DE VARIACION: si el intervalo de x a x + Ax disminuye, es
decir, si Ax —» 0, entonces la rapidez media de la variacion de Y con respecto a X
se convierte, en el limite, en la rapidez instantanea de variacion de Y con respecto

d . . ) o,
aX,osea: & rapidez instantanea de variacion de Y con respecto a X.

dx

Cuando la funcién es el espacio sy la variable es el tiempo t, se presentan aplicaciones
importantes y precisamente si el movimiento de una particula P a lo largo de una
linea recta queda completamente definido por la ecuacion s=f(t) (ley del movimiento),
siendo t >0 el tiempo y s la distancia de P a un punto fijo 0 de la trayectoria se

establece que la velocidad de P, en un instante t, es: v= Z—'Z . La trayectoria de P se

muestra en la grafica:

»
o P

Si v>0, P se mueve en la direccion creciente de s (a la derecha).
Si v<0, P se mueve en la direccion decreciente de s (a la izquierda).
Si v=0, P esta en reposo en dicho instante.

Calculo 11 o 7‘
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Igualmente, la aceleracion de P, en un instante t, es: a = r = e

Si a>0, v aumenta; si a<0, v disminuye.
Si vy a tienen el mismo signo, la rapidez (médulo de la velocidad) de P aumenta.
Si vy a tienen signo contrario, la rapidez de P disminuye.

. . - . t3
Ejemplo 1: la ley del movimiento rectilineo de un cuerpo viene dada por s = - 2t

(s en metros, t en segundos). Calcular su velocidad y su aceleracidn al cabo de 2
segundos.

Solucion: por los apuntes anteriores:

d 3t2 2
v =% - -2.Sit=25eg.,v=3(2) 2=4
dt 2 2 Seg
a=5”=d—v=3t.Sit=25eg.,G=3(2)=6 m2
dt Seg

Ejemplo 2: un cuerpo se mueve sobre una recta de acuerdo con la ley

S=1t>- 4t® - 3t, S en metros y t en segundos. Hallar la aceleracion que posee
cuando la velocidad es nula.

Solucion:
_B st g .3y a- 25=6t-8
Tdt dt ° '

La velocidad es nula cuando Z—;= 0, o sea:

3tP— 8t—3=0 = 3t+1)(t-3)=0 = t= —%vt=3. Como t debe de ser

. ) 2 . .
positivo, se descarta la raiz t = =3 y si se reemplaza t=3 seq. en la aceleracion,
resulta:

m

a=6(3)-8=10 ?gz , que es la solucion.

Ejemplo 3: el espacio recorrido por un moévil en linea recta viene dada por la
ecuacion s = t’-6t> + 9t + 4 (s en metros, t en segundos):
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a) Hallar sy a cuando v=10
b) Hallar sy v cuando a =0
c) ¢;Cuando aumenta s?

d) ¢Cuando aumenta v?
e) ¢;Cuando cambia el sentido del movimiento?

Solucion:
a) v =s"=3t°-12t +9.Siv=0,3t°-12t +9=0=1t"- 4t+3=0 =
(t -1)(t -3)=0=>t=1vt=3

Sit=1entonces s=(1)°-6(1)°+9(1)+4=8m y
a=s"=6t - 12=6(1)-12=-6 ——
seg

Sit=3entonces s =(3)° - 6(3)° + 9(3) + 4=4m y

m

seq °

b) Si a =0, entonces s” = 6t - 12 = 0, entonces t = 2 segundos.

Sit=2entoncess=(2)-6(2)°+9(2)+4=6my

a=5"=6(3)-12 =6

v =5 =3(2)2-12(2)+ 9 = -3 1
seq -

c) s aumenta cuando v>0. Luego: 3t%- 12t +9>0 =
t? -4t +3>0=(t-1)(t-3)>0=
Sit-1>0 t>1; Sit-3>0 t>3

Si llevamos estos resultados a un eje real, se ve que la velocidad es positiva en

[0,1[U]3, . (Recuérdese que t no puede ser negativo). Luego s aumenta en esos
mismos intervalos.

i 1 3
|
t 1 "_1_\_. & i & # ¥
LN
t-3 s -
L
(£-1)(1-3) A
ll\_.'
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d) v aumenta cuando a>0. Luego: 6t - 12 >0 entonces t > 2. Luego la velocidad
aumenta en el intervalo]Z,oo[.

e) Elsentido del movimiento cambia cuandov=0 y a # 0, condiciones que se cumplen
cuando t = 1 sequndo 6 cuando t = 3 segundos. (En la siguiente grafica, se ven los
resultados obtenidos en c), d) y e)):

o] 1 2 3 ' t |

VARIACIONES CON RESPECTO AL TIEMPO

En muchos problemas intervienen variables que son funciones del tiempo. Si las
condiciones del problema permiten establecer relaciones entre las variables, entonces
mediante la derivacidn es posible hallar una relacion entre la rapidez de variacion
de las variables.

Como guia general para la solucién de problemas sobre rapidez de cambio, pueden
darse los siguientes pasos:

1) Construir una figura que interprete el enunciado del problema, y representar
con x, y, z, etc. las cantidades que varian con el tiempo.

2) Obtener una relacion entre las variables implicadas que se verifique en un instante
cualquiera.

3) Derivar con respecto al tiempo.

4) Hacer una lista de las cantidades dadas y de las buscadas.
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5) Sustituir en el resultado de la derivacion (paso 3) las cantidades dadas y resolver

con respecto a las que se buscan.

Ejemplo 4: un hombre camina 7.5 Km por hora hacia la base de una torre que tiene
18 metros de alto. ;Con qué rapidez se acerca a la base de la torre cuando su

distancia de la base es 24 metros?

Paso 1:
Cr_
H""\-\.
HH‘H
e
R‘m
~ &
e
18 ey
~—
RHH
-\H"'-\.
H“H-..
A x B

Sea x la distancia entre el hombre y la base de la torre y z su distancia a la cima de

la torre en un instante cualquiera t.

Paso 2: en el triangulo rectangulo CAB se cumple que Z? =- X? + 18°

. . ) d. d.
Paso 3: derivando con respecto al tiempo, se tiene: 22£ = ZXﬁ, 0 sea:

gz _xox
dt z dt 7

rapidez de variacion de x.

Paso 4: lista de las cantidades dadas y de las buscadas:

dx Km

. .o . . el . X
, lo que significa que la rapidez de variacion de z es igual a = veces la

m
X = 24; ——=-15—=-7500—— (negativa porque la distancia esta

; dt Hora Hora

disminuyendo al acercarse a la torre).

dz
Z= X2+ 324 =/576 + 324 = 30 ; E=?

Paso 5: se sustituye en la ecuacion obtenida en el paso 3:
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2
d_z:__4 *7500L:_6K_m
dt 30 Hora Hora

Ejemplo 5: una placa circular de metal se dilata por el calor de manera que su radio
aumenta con una rapidez de 0.01 centimetros por segundo. ;Con qué rapidez
aumenta el area cuando el radio es de 2 centimetros?

Paso 1: dibujamos la grafica.

F.F ——
.-'"'-.- i ﬂ-\-\"‘"
;"f = “'x\\..
W A SN
. F 1
£ f L
§ e
i L] 1
| I 1 |
| [ r | |
I IIi
! |
Lo\ / ."ll
L FA
y s
K‘\.. \\ _‘__.-"" _,.-".lr
\ H""\-\._\_\_ o -~ _..-"'-
L ___,e*“'; |
| "
Sea r el radio del circulo y A su area.
Paso 2: relacion entre las variables implicadas:
A =mr?
. dA dr . ) )
Paso 3: se deriva: o ZTV%, es decir, el area de la placa (expresada en centimetros

cuadrados) aumenta 27mr veces mas rapidamente que lo que aumenta el radio en
centimetros lineales.

Paso 4: lista de los elementos dados y de los buscados:

r=2; d—r=0.01; di=?
dt

Paso 5: se sustituye en la ecuacion obtenida en el paso 3:
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2
9A _on %2 % 0.01 =0.04 1 ™
dt Seg

Ejemplo 6: un gas escapa de un globo esférico a razon de 2 metros ctbicos por
minuto. Hallar la rapidez con que cambia la superficie cuando el radio del globo es
de 12 metros.

Paso 1: se construye la grafica:

Sean x el radio de la esfera, A su areay V su volumen.

4nx’
Paso 2: A =4mx’ V=T
P 3 di: nXd_X d_V = 41’[)(2 d_X
8303+ gt dt ¥ dt dt
dV m’ . e
Paso 4: = - 2—— (Negativo porque el volumen esta disminuyendo)
dt min
di =7?; x=12m
dt
Paso 5: ax _ 1 (Despejando en el cambio del volumen del paso 3)
Cdt amxtde P P
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e 3

1 3
d—A=8n* 12* _ (- 2):>d—v=———m,
dt 4m(12)° dt 3 min

OTRA APLICACION DE LAS DERIVADAS

. , , . . L w ’
En guia anterior, en el calculo del limite de funciones, se dijo que las formas — 6 —

(e ]

oo

se llaman “formas indeterminadas” que por lo general se pueden eliminar por métodos
algebraicos, aunque en ocasiones resultan bastante largos. Es aqui en donde las
derivadas permiten destruir las indeterminaciones usando la regla de Lépital, que
consiste en derivar tanto el numerador como el denominador de la fraccion antes de
dar el paso al limite. Si la indeterminada no se elimina con este artificio, debe
reiterarse calculando la segunda, la tercera...derivadas. Algunos ejemplos ilustran
esta aplicacion de la derivada.

Limn 3XE -3
: .. i-3 ( . .
Si se da el paso al limite, resulta: m = E , que es una forma indeterminada

Lim 3% — 1)(X — 1)
X — 10X —1)(2% 1 1)

Si se factoriza, resulta

Eliminando el factor X - 1, que aparece en la expresidon anterior, la indeterminada

Lim 3X+17 _ Hy _3
x =1 35 +1 i+1 0¥

desaparece, dando como resultado: , que es el valor

del limite.
Si se aplica la regla de Lopital, que consiste en calcular la derivada, tanto en el

numerador como en el denominador, antes de dar el paso al limite, el resultado se
obtiene mas rapido, asi:

Lim 3x2-3  Lim 6x _ 6(1) 6 3 . :
X >13x%-2x-1 x—>16x-2 6(1)2 4 2 resultado igual al obtenido antes.
Se insiste en que NO SE TRATA DE LA DERIVADA DE UN COCIENTE, sino de derivar
tanto el numerador como el denominador de la fraccién antes de dar el paso al
limite. Si no se elimina la indeterminacidn, el proceso se reitera, es decir, se derivan
los dos elementos de la fraccion.
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. Li 2 . .. oo
Ejemplo 2: M X"+X g sedael paso al limite, resulta —, que esuna

X > o0 2x2+ 1
indeterminada. Segln se vio en guia anterior, la indeterminacién se elimina si se
dividen todos los términos, tanto del numerador como del denominador de la
fraccion, entre la variable que tenga el mayor exponente; luego se simplifica antes
de dar el paso al limite, asi:

3x?2 3 3
Lim  3x2-3  Lim x2 xz _ lim 3757 _3_4
X —>o003x2-2x-1 X -—>o003x2 2x 1_x—><>o3 2 1 3

X2 x? x? X x?

Si se aplica la regla de L'épital, derivando a los dos lados de la fraccion y luego
dando el paso al limite, queda:

3x2 3 3 3

Lim 3x*-3 _ Lim _ x* x* _ Lim x? _3_4

X —>003y2 oy 1 X >®3y2 oy 1 X—>°°3 2 1 3 7, resultado
x?  x? x? X x?

igual al anterior. Notese que se requirid derivar en dos veces para eliminar la
indeterminada.

Como se ve, la regla de L'opital agiliza el problema de eliminar ciertas indeterminadas,
no s6lo de tipo algebraico sino también para las funciones trascendentes, como se
vera mas adelante.

Leo atentamente el siguiente pérrafo y lo comento con los companeros del subgrupo
para sacar algunas conclusiones.

LA TIERRA, NUESTRO HOGAR

La humanidad es parte de un vasto universo evolutivo. La Tierra, nuestro hogar,
esta viva con una comunidad singular de vida. Las fuerzas de la naturaleza hacen
que la existencia sea una aventura exigente e incierta, pero la Tierra ha brindado las
condiciones esenciales para la evolucién de la vida. La capacidad de recuperacion
de la comunidad de vida y el bienestar de la humanidad dependen de la preservacion
de una biosfera saludable, con todos sus sistemas ecoldgicos, una rica variedad de
plantas y animales, tierras fértiles, aguas puras y aire limpio. El medio ambiente
global, con sus recursos finitos, es una preocupaciéon comin para todos los pueblos.
La proteccion de la vitalidad, la diversidad y la belleza de la Tierra es un deber
sagrado.
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LA SITUACION ACTUAL

Los patrones dominantes de produccién y consumo estan causando devastacion
ambiental, agotamiento de recursos y una extincion masiva de especies. Las
comunidades estan siendo destruidas. Los beneficios del desarrollo no se comparten
equitativamente y la brecha entre ricos y pobres se esta ensanchando. La injusticia,
la pobreza, la ignorancia y los conflictos violentos se manifiestan por doquier y son
la causa de grandes sufrimientos. Un aumento sin precedentes de la poblacion
humana ha sobrecargado los sistemas ecolégicos y sociales. Los fundamentos de la
seguridad global estan siendo amenazados. Estas tendencias son peligrosas, pero
no inevitables.

:Qué hacer, entonces? Como la responsabilidad ambiental nos atafe a todos,
reflexionemos sobre los siguientes principios que, si se practican, pueden ayudar en
la solucién o por lo menos a minimizar los dafos ecoldgicos:

1. Respetar la Tierra y la vida en toda su diversidad
2. Cuidar la comunidad de la vida con entendimiento, con pasién y amor.

3. Construir sociedades democraticas que sean justas, participativas, sostenibles
y pacificas.

4. Asegurar que los frutos y la belleza de la Tierra se preserven para las generaciones
presentes y futuras.

5. Manejar el uso de recursos renovables como el agua, la tierra, los productos
forestales y la vida marina, de manera que no se excedan las posibilidades de
regeneracion y se proteja la salud de los ecosistemas.

6. Evitar dafiar como el mejor método de proteccion ambiental y cuando el
conocimiento sea limitado, proceder con precaucion.

7. Reducir, reutilizar y reciclar los materiales usados en los sistemas de produccion
y consumo vy asegurar que los desechos residuales puedan ser asimilados por los
sistemas ecoldgicos.

8. Actuar con moderacion y eficiencia al utilizar energia y tratar de depender cada
vez mas de los recursos de energia renovables, tales como la solar y eélica.

9. Garantizar el derecho al agua potable, al aire limpio, a la seguridad alimenticia,
a la tierra no contaminada, a una vivienda y a un saneamiento seguro, asignando
los recursos gubernamentales requeridos.
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10. Proteger a los animales salvajes de métodos de caza, trampa y pesca, que les
causen un sufrimiento extremo, prolongado o evitable.

Valiendome de los ejemplos propuestos y resueltos, procuro desarrollar las siguientes
cuestiones, comparto informacion con mis companeros de subgrupo vy, finalmente,

discutimos nuestros puntos de vista con el profesor para corregir posibles fallas.

1) Considerando s en metros y t en segundos, determinar la velocidad y la aceleracion
en los siguientes casos, para el valor de t que se especifica:

1 1
a) s=80t-16t%; t=4 b) s =t2+ ;+ 3. t= >

4
d) S=3t"+—: t=4

t2
2) La longitud del lado de un cuadrado esta creciendo a razén de 0.3 Scﬂ
eg

Determinar la rapidez de cambio del area, cuando el lado mide 15 cm.

2
c)s =t+t_2; t=2

3) Sobre un montén de arena de forma conica esta cayendo arena a razén de

1
i

o

10 . El radio de la base es constantemente igual a la mitad de la altura.

min
:Con qué rapidez crece la altura del montén cuando la altura es de 5 dm?

4) Un liquido penetra en un tanque cilindrico vertical de 6 metros de radio a razén
de 8 metros cibicos por minuto. Hallar la variacion de la altura del nivel del
agua con respecto al tiempo.

5) Una escalera de 20 metros se apoya contra un edificio. Hallar la velocidad a la
que se mueve el extremo superior cuando el inferior se aleja del edificio a una
velocidad de 2 metros por segundo y se encuentra a una distancia de él de 12
metros.

6) Mediante la regla de L'dpital eliminar las formas indeterminadas en:

Calculo 11 o 8‘
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=

Lim  n3+ 3n2

a)
X — o0 2n3-n
b) Lim 4+ h-2
x —>0 h
Lim  3x2-2x-1
C) R

x —1 X2-x

7) De acuerdo con los problemas ambientales detectados (seccion A) describo cada
uno, planteo soluciones, las aplico e informo si han sido efectivas. Comparto mi
experiencia con las de otros compaferos para, entre todos, proponer las mejores
soluciones.

Como aplicacion practica al tema desarrollado acerca de la utilidad de la derivada,

analizo lo siguiente:

En nuestro pais, aunque no existe informacion precisa sobre la magnitud de la
deforestacion, se estima que Colombia tiene una de las cinco mayores tasas de
deforestacion de bosque himedo tropical en el mundo.

Las causas a las cuales se atribuye la deforestacion en el pais son, en orden de
incidencia: la expansion de la frontera agropecuaria, la colonizacidn, la construccién
de obras de infraestructura, los cultivos ilicitos, el consumo de lefna, los incendios
forestales y la produccién maderera para la industria y el comercio. Este orden de
incidencia varia regionalmente.

La lefia es el principal combustible utilizado en la coccidon de alimentos por los
habitantes del sector rural, debido principalmente a la falta de alternativas
energéticas. A esto se suma el consumo de lefia por sectores productivos, en
particular el sector panelero. Para los proximos anos, el requerimiento de lefa
asciende a 11 millones de toneladas/afio, concentrandose en las zonas Andina y
Atlantica.
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Los cultivos ilicitos han destruido miles de hectareas de cobertura boscosa. En 1991
se encontraban afectados 323 municipios, y en 1994 eran 385. Los ecosistemas
amazonicos y andinos son los mas afectados por las actividades ilicitas. Se calcula
que por cada hectarea de coca sembrada se destruyen 2 Ha. de bosque, y por cada
hectarea de amapola se destruyen 2.5 Ha. de bosque. Seglin estimaciones, durante
1992 se talaron 11 mil Ha. de bosques primarios andinos para cultivar amapola.

Guiandome por el ejercicio 7 de la seccion C en la guia 1 de esta unidad, calculo
la velocidad con la que crecid el consumo de lefia en toneladas métricas por afio
en Caldas y en Colombia en el afio 2000, de acuerdo con los datos de la tabla que se
ve en la grafica que encontraré después. Utilizo el resultado para calcular
aproximadamente el consumo de lefia en el 2001, luego en el 2002 y asi sucesivamente
hasta el 2005.
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En esta sesion todos los integrantes del grupo analizamos el fendémeno de la
deforestacion y convenimos qué acciones podemos cumplir en nuestra comunidad
para contrarrestar este fenémeno. No olvidemos que todos somos responsables de
la conservacion de nuestros recursos forestales.
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INFORMEMONOS

Es conveniente conocer los articulos de nuestra Carta Politica sobre proteccion del
medio ambiente y estar muy atentos a las decisiones que se tomen al pactar el TLC,
por ejemplo, pues una equivocacion nos puede resultar muy cara.

Articulo 79. Todas las personas tienen derecho a gozar de un ambiente sano. La ley
garantizara la participacion de la comunidad en las decisiones que puedan afectarla.

Articulo 80. El Estado planificara el manejo y aprovechamiento de los recursos
naturales, para garantizar su desarrollo sostenible, su conservacion, restauracion o
sustitucion.

Ademas debera prevenir y controlar los factores de deterioro ambiental, imponer
las sanciones legales y exigir la reparacion de los dafios causados.

Asi mismo, cooperara con otras naciones en la proteccién de los ecosistemas situados
en zonas fronterizas.

Articulo 81. Queda prohibida la fabricaciéon, importacion, posesion y uso de armas
quimicas, biolégicas y nucleares, asi como la introducciéon al territorio nacional de
residuos nucleares.
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LAS FUNCIONES TRASCENDENTES:
PROPIEDADES Y DIFERENCIACION

La poblacion mundial crece mpidamentse, pere ¢ qué'tan rapido?
Una ecuacion exponencial coma os P{LI=RE" un medelo matemiatico
tal i 21 %6 ealeula P, o= poiibie hallar ol erpeimienfo an un nstante t

LOGROS
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Identifica y aplica las formulas para calcular las derivadas de las funciones
trigonometricas

Describe las funciones exponencial y logaritmica, enfatizando en la equivalencia
entre las dos nomenclaturas para facilitar su manejo

Identifica y aplica correctamente las formulas para derivar las funciones exponencial
y logaritmica.

Planea, organiza, integra, dirige y controla procesos en su entorno familiar, escolar
y social (GESTIONY ADMINISTRACION)

Reconoce y valora sus potencialidades y limitaciones emocionales, afectivas e
intelectuales (PERSONAL)

Cilculo 11 o 9‘
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LA DERIVADA DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS
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SENAL DIGITAL SENAL ANALOGICA SENAL DIGITAL

Existen lendmenos naturakes, como ol sonlda y latuz, que 58 propagan en formia
de prlas y pusden ser descntos medianhe funcones fngonoméinces confins,
coimo sen o son |las sedales analigicas. Los compuiadores sdlo puaden
manajar sensles digisles, conformadas per 1 6 O pasa cormante & no pRER
comlgita. Proctsaments hoy on dia i3 comunicacian ening ordenadooes oi
fundlamental, v pad B denemnl ge nace o  travds de satales analdaicks: Eatls
limiacsin &8 ha resuslic medanie & MODEM facrémmo de MODULADOR -
DEMODULADOR), disgositive quae conviers la sefal digilal genermds «noun
COMpLUIAEos &N ARG ¥ BREN de nuee &n Llr-='|i'l:.'|.1 poira ser nlarprelada por obro
comautindor rmald

INDICADORES DE LOGRO

* Construye las graficas de las funciones trigonomeétricas SenX, CosX yTanX, ya

sea manualmente o usando una aplicacion como CABRI, para establecer el dominio

y el rango de ellas

las mecaniza y maneja con propiedad

Plantea y resuelve problemas de aplicacion

familiar y social

Identifica las etapas para plantear un proyecto
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Reconoce las formulas para calcular las derivadas de las funciones trigonometricas,

Asume una actitud critica frente a las necesidades de su entorno (GESTION Y
ADMINISTRACION)

Identifica métodos para reconocer problemas y necesidades en su entorno escolar,

Calculo 11 5 9‘ .
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* Plantea acciones para resolver situaciones acordes a su edad

* Organiza los recursos disponibles para alcanzar los objetivos previamente
determinados

* Dirige responsablemente las diferentes acciones involucradas en los procesos,
que son el conjunto de etapas secuenciales que conducen a la obtencion de
resultados

* Evalta los resultados para mejorar procesos

* Formula su proyecto aplicando los respectivos analisis
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Ademas del tema de matematicas que se desarrollara en esta guia, trataremos la
C.L.G. GESTION Y ADMINISTRACION que es el “proceso mediante el cual se facilita
la administracion de unidades productivas, que son los espacios donde interactian
diversos factores (procesos, procedimientos, recursos, conocimientos, etc.) para
lograr una meta previamente definida, en procura de un desarrollo individual y
social y la capacidad para relacionarse de una manera racional y armoniosa con el
ambiente”.

De acuerdo al concepto de la competencia GESTION Y ADMINISTRACION, es nuestra
responsabilidad no s6lo como definicién sino como aplicacién al campo laboral.
Desde mi vida de estudiante esta competencia me debe ayudar a organizar mejor
mis tareas.

Luego en mi empresa o en mi trabajo debo tener muy en cuenta estos elementos y
apropiarme de instrumentos que me faciliten y mejoren la ADMINISTRACION, como
el diagrama de Gant, cronogramas de actividades, cuadros de evaluacion y cuadros
estadisticos entre otros.

Al desarrollar esta guia, encontrara momentos o situaciones en las que, para
resolverlas, debera demostrar su capacidad para gestionar y administrar.

Basandome en conocimientos vistos en otros grados, resuelvo las siguientes
cuestiones, todas ellas necesarias para enfrentar con éxito la diferenciacion de las
funciones trigonometricas. Si se presentan dificultades las allano usando los diferentes

medios a mi alcance.

:Qué sé, en relacién con los siguientes conceptos?

a) ¢;Qué es la derivada de una funcién respecto de una variable?
b) ¢Qué es el radian, unidad del sistema natural de medida de angulos?
c) En una circunferencia, ;Qué es un arco? Y ;Qué un sector circular?

d) ¢Qué es longitud de la circunferencia?

Calculo 11 o 9‘
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e) ¢Qué es area del circulo?
f) ¢Como se transforma la expresion SenA - SenB en un producto?

Ademas, ;Como graficaria un radian, una circunferencia, un circulo, un arco y un
sector circular? Para tal fin, demuestro mi capacidad de gestion, consiguiendo la
informacion y los implementos requeridos.

Ahora, con toda sinceridad, respondo lo siguiente:

* ;He estado involucrado en alguna actividad que me haya traido beneficios
econdmicos o de simple satisfaccion personal?

e En caso afirmativo, ;Reflexioné y planeé la actividad o s6lo llegué a ella en
forma accidental?

e ;Con qué recursos conté para su ejecucion?

e ;Como puedo evaluar mi desempeiio en la ejecucidn de la actividad?

Escribo en mi cuaderno de matematicas lo que aparece en el recuadro verde y si es

necesario copio también los ejercicios resueltos que se presentan.

Se describen algunos conceptos que son necesarios para poder comprender la
deduccion de algunas formulas para derivar las funciones trigonométricas.

ARCOS Y SECTORES CIRCULARES: la medida en radianes de un angulo central de un
circulo se utiliza para hallar la longitud del arco que subtiende el angulo y el area
del sector circular determinado por el angulo central.

Consideremos el circulo de radio r y la medida en radianes del angulo central ©,
como se muestra en la figura:
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Como la medida del angulo central ® vy la longitud s del arco son proporcionales
(a mayor angulo mayor arco), es cierta la proporcidon: Zgzzi . Luego s= Or.
m 2T

De modo similar, las areas del sector y del circulo son proporcionales a las medidas

. - . 1 2
AreaSector _ AreaCirculo ) o, AreaSector _mr . Luego:

S 2T S 2T

de los arcos, se tiene:

2
. sr
AreaSector =—

Ejemplo 1: el radio de un circulo es 60 centimetros ;Cual es la longitud de un
arco de ese circulo intersectado por un angulo de 75°? ;Cual es el area del sector
respectivo?

‘ unidad 5 calculo.indd 97

Cilculo 11 o 9‘

26/11/2012 10:16:10 a.m.



-H- o

[

O X A B X
i
'l'l". |Ilr
N 3"
N #
"-. J‘.-"
s ) X X
En el triangulo rectangulo OAP: Sen 6= 4 =% =y,; Cos = — = 1" X
r r

Solucion: de acuerdo con las deducciones hechas antes, se expresa el angulo

Ahora, usando los elementos anteriores probaremos que:
75° xn _ 5m

central en radianes: ©= (radianes). Luego: Lim Sen@ _ 1
180° 12 6505 =L
57T, N . sr®  25m*3600cm? ) En efecto, en la figura anterior: area AOAP < Area Sector 0BP < Area AOBC , como
s=6 r=ﬁ 60cm = 25mcm =78.53cm - Area Sector:7= 2 = 141354 cm se ve en la figura. Si aplicamos formulas para calcular el area, queda:

, ﬁ<§*r2<OB*BC
Ejemplo 2: el extremo del minutero de un reloj recorre T centimetros en 3 2 2 2
minutos. ;Cual es la longitud del minutero? 10

CosOSen@ s BC 2

Luego: ——~— ~ <2 <~~ . Multiplicando por , queda:
Solucién: en 3 minutos el minutero genera un angulo de 18°, pues en 60 minutos 2 2 2 Sen6
barre un angulo de 360°. Luego, se aplica s= ©Or y se despeja r, quedando: CosO < —> < BC
Sen@  Sen@
m
s 1oCm 0
r== = =5 =7cm, que es la longitud del minutero. Pero BC =Tan 0 = y si se reemplaza, queda:
e = CosO
10
1
CosO < S
Sen@  (osO

LAS FUNCIONES SENX'Y COSX DEFINIDAS EN LA CIRCUNFERENCIA UNITARIA

Si tomamos los inversos, el sentido de la inecuacién cambia. Luego:

,nidads e 08 Calculo 11 o 9‘
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1 S
> > (os6
Cos@  SenO
Si se pasa de nuevo a minorantes y se da el paso al limite cuando & — 0, resulta:
Cos0 < < 1
Sen6 (osO
Como Cos0=1, queda: 1 < <1.Si es mayor que 1y a la vez menor
Sen6 Sen
: : m Sen6
que 1, tiene que ser igual a 1. Por tanto, QLT:O eg =1
Con estos elementos se puede probar que si U = F(x), entonces dSenU _ CoslJ du
dx dx
En efecto:
1) y=SenU (Funcion dada)

2) y+ Ay =Sen(U + Au) (Incrementando tanto la funcién como la variable)

3) Ay =Sen(U + Au) - SenU (Ecuacion general de incrementos)

4) Ay = 2Cos(U +%Au)5en% Au  (Pues SenX-SenY=2 Cos % (X+Y)Sen % (X-Y))

1

A ; Sen > Au
5) S Cos(U + — Au)———— (Porque multiplicar por 2 equivale a dividir por 1 )

Au 2 1 2

EAu
dSenU Li 1 Li ser g
enU _  Lim « Lim
6) L Ax _)OCos(U+ EAu) A 50 g
2
Y de acuerdo con la demostracion anterior: finalmente, como U=F(x), se tiene:
dSenU dSenU du

Y Cos U X CosU x - que es laformula para derivar el seno
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de un angulo y que se enuncia: la derivada del seno de un angulo es igual al
coseno del angulo por la derivada del angulo.

Para deducir las formulas para derivar las otras funciones trigonométricas se
utilizan las relaciones fundamentales, la formula anterior y las derivadas de las

funciones algebraicas, asi: dCosU = — Senl d_u En efecto:
dx dx
T
dSen(—— U)
dCosU 2 T T
= =Cos(—— U)(=1)==Cos(= - U)= —
1) T T Cos(2 0NE1) Cos(2 U)= -SenU

(Porque las cofunciones de angulos complementarios son iguales).

dCosU

2
)dx

= —SenU d—U pues U = F(x)
dx

La formula queda: la derivada del coseno de un angulo es igual a menos el seno
del angulo por la derivada del angulo.

De manera similar, se pueden deducir las formulas para derivar las demas funciones, asi:

La derivada de la tangente de un angulo es igual a la secante al cuadrado del
angulo por la derivada del angulo.

La derivada de la cotangente de un angulo es igual a menos la cosecante al
cuadrado del angulo por la derivada del angulo.

La derivada de la secante de un angulo es igual a la secante del angulo, por la
tangente del angulo y por la derivada del angulo.

La derivada de la cosecante de un angulo es igual a menos la cosecante del
angulo, por la cotangente del angulo y por la derivada del angulo.

He aqui un resumen de las formulas para diferenciar las funciones trigonométricas,
siendo U = F(x):

V= Senl — ay _ dSenU _ Cosl/ dau
dx dx dx

Y = (osU = v _ aCosU = —SenlU d_U
dx dx dx
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dCotU
Y = CotlU = dv _ dtold _ —Csc?U au
dx dx dx
Vo secy = 4 2Bl _ o vrany U
dx dx dx
v ooy =329V ot U
dx dx dx

Para aplicar las formulas de diferenciacion de las funciones trigonométricas es
preciso enfocar el problema, primero, desde el punto de vista algebraico con el
fin de identificar las posibles operaciones elementales.

Ejemplo: Calcular — en:

jemplo: Calcular 7 "

1) Y = Sen2X.

Solucion: LA asen2X = Cos2X ax 2Cos2X (Derivada de la funcidon Seno
dx dx dx

de un angulo).

2) Y = CosX*.

o dY ax? 2 : )

Solucion: == = _Senx? y = —2XSenX® (Derivada del coseno de un angulo).
x x

3) Y=Tan °X.
dY dTan °X dTanX

Solucion: = = 2Tan X———— = 2TanXSec X (Derivada de una
dx dx dx

potencia en donde la base es TanX).

4) Y= Sec2X.

Solucion: 9V - B€X _ oo oxtanax 92X = 2Sec2XTan2X (Derivada de la

dx dx dx
secante de un angulo)
5) Y = CotX*®.
2 2

Solucion: av _ dlotx” =—(sc?X? ax = —2XCsc’x? (Derivada de la cotangente

dx dx dx

de un angulo).
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6) Y= Sen2XCosX.

Solucién: av _ d(Sen2XCosX)
dx dx
- Sen2X dlosk +(osX aSen2X - _ Sen2X (—SenX) + CosX Cos2X d2x
dx dx T 2
(Derivada del producto de dos variables)= 9¥ _ —Sen2XSenX) + 2CosX Cos2x
dx

Un rectangulo esta inscrilo en un sermcirculo de radio K, como
se muestra en la figura. jCual es la maxima area de dicho
rectangulo, expresada en funcion del angulo 6 7

“u_n

Solucion: sean “x” la longitud de la mitad de la base del rectangulo y “y” su altura.
Entonces su area es A = 2xy. Como el triangulo rectangulo tiene hipotenusa Ry

catetos x ey, setieneque ¥ Rfos# y y =R5ne . Como cada valor de 6 entre

Oy 7 radianes corresponde a un rectangulo inscrito posible, se pueden reemplazar
e

x ey en la formula del area, para obtener:

A =2R CosO (R Sen@) = 2R* Sen6 CosO. Luego:

A _ 2R?(—Sen®*0 + Cos’6) (Derivada de un producto de dos funciones).

2R?(—Sen*0 + Cos*°0) =0 = —Sen*6+ Cos’0 =0 (Se iguala la derivada a 0 para
calcular los valores criticos).

Sen®6

Cos*6

=1=Tan*0 =1 = Tan6 = *+1

Sen’9 = (os’0=

Calculo 11 o 1(!
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Como el Gnico valor posible entre 0 y ’j talquetan=1es #=", se puede probar
; A

por cualquiera de los métodos vistos que para ese valor del angulo la funcién A

o

presenta un maximo que es A = 2R*Sen T cos™ = 282 > 72 , 0 sea:A —R:. Las

dimensiones del rectangulo son:

2

Largo = 2x = 2RCos % = 2R72 =R2 y Altura=y =RSen

R

o[

T
4

Con el fin de afianzar el conocimiento de las derivadas de las funciones trigonometricas,
resuelvo en mi cuaderno de matematicas las siguientes cuestiones, comparto mis
resultados con los companeros del subgrupo, discutimos nuestros puntos de vista y
despues de ponernos de acuerdo hacemos una plenaria con el profesor para detectar
posibles falencias. Para larealizacion de los ejercicios definamos, a manera de planeacion,

los proccdimicntos O Pasos que vamos a seguir con el fin de lograr una buena calidad.

Utilicemos un esquema como el siguiente:

Resultado Tiempo

Actividad ' '
ctivida Cuidado especial esperado Requerido

1. En las funciones siguientes calculo la derivada respecto de la variable.

a) ¥ = Sengk

b) ¥ — fer(3X +1)

c) ¥ =Tan3X

d) Fxy— Cos(3X +1)°
e) Gix)=Coty?

) Gity=Sec(¥’ 1 % 1)
g) Cot *(x)
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h) ¥ —Csc2X
i) Fix)—Sen?2x
) ¥ SeczXsenk’
k) ¥ = Csch

Tand
) Fix}=X"FenX
m) ¥ = 35en2XCasx
n) Senk®4losvi=1

0) SeaXfns¥® —1-Y

2) En elintervalo [0¢,360¢] determino los valores del &ngulo X para que se satisfagan
las siguientes ecuaciones:

a) SenX = CosX
b) TanX = SenX

3) También en el intervalo [o®,350°], busco los valores extremos de las funciones Y
= SenXy Y = CosX. Compruebo los resultados elaborando una grafica de cada una
de las funciones, bien sea en forma manual o utilizando la aplicacién CABRI II.
Comparo mis resultados con los de otros comparieros, justificando las respuestas
para llegar a un acuerdo. Invitamos al profesor para solucionar posibles
discrepancias.

4) Usando CABRI II dibujo, en una mismo sistema de coordenadas cartesianas, las
graficas de SenX y CscX para verificar que en los puntos en donde una de las
funciones presenta un maximo su inversa tiene un minimo, y reciprocamente.
Luego, hago lo mismo con las funciones CosX y SecX.

Como aplicacion a la diferenciacion de las funciones trigonometricas, resuelvo un
problema de aserradero como el siguiente:

1. Suponga que requiere cortar una viga con una seccion trasversal rectangular
maxima a partir de un tronco circular con un radio de 30 centimetros, como se
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muestra en la figura. Debe calcular las dimensiones del rectangulo y el valor del
area, maximizando el area A (de color verde) del rectangulo como una funcion
del angulo, en forma similar a como se resolvid el dltimo ejercicio en la seccion B.

Compare sus resultados con otros companeros y discutan hasta ponerse de acuerdo.

2.

Como éste es un concepto manejado empiricamente por los aserradores,
gestionemos y administremos una visita a un aserradero?, para que nos expliquen
y demuestren cémo se calculan los cortes en la madera.

Finalmente, hagamos un analisis que nos permita evaluar el desempeno del
grupo en la actividad anterior. Para ello podemos tener en cuenta los siguientes
indicadores:

e Planeamiento de la visita usando, por ejemplo, un diagrama de Gant.

e Distribucién de actividades de acuerdo con aptitudes e intereses.

® Resultados de la actividad.

Evaluemos los resultados obtenidos en el desarrollo de la guia, con el fin de
mejorar procesos en el desarrollo de otras guias.

1 Aserradero: sitio donde asierran la madera, la piedra u otras cosas.
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ESTUDIO Y ADAPTACION DE LA GUIA
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¢Y QUE SON LAS FUNCIONES EXPONENCIAL Y
LOGARITMICA?

La espiral LOGARITMICA es la gue mas se prodiga en la natluraleza, Si
observamos [as hojas de una rosa, las pifias de pinones o las margaritas,
podemos contemplar familias entéras de espirales logaritmicas.

En los efactos devastadores de un tornado enconframos esta curva y los
pequenos lormados que se producen an los lavabos dibujan espirales,
También existe un molusco llamado NAUTILUS, que presenta la espiral
logaritmica.

INDICADORES DE LOGRO

* Identifica y describe las funciones exponencial y logaritmica con sus elementos y
construye sus graficas, ya sea manualmente o usando una aplicacion como CABRI

* Maneja la equivalencia entre las funciones exponencial y logaritmica y pasa de
una a otra nomenclatura

* Interpreta y usa adecuadamente las propiedades de las funciones exponencial y

!/ .
logaritmica
—a— . . . = |
. * Resuelve ecuaciones exponenciales y logaritmicas
P - * Reconoce las formulas para diferenciar las funciones exponencial y logaritmica,

las mecaniza y las usa adecuadamente

_ ,m‘d?dS * 108 Célculo 11 t 1000
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* Plantea y resuelve problemas de aplicacion

* Comprende algunas de sus emociones y sentimientos (PERSONAL)

* Reconoce sus factores motivacionales

* Manifiesta en forma apropiada sus sentimientos y emociones

* Identifica algunas emociones de los demas

* Identifica qué cambios debe realizar en su comportamiento y actitud personal
* Se apropia de elementos para la formulacion de su proyecto de vida

* Asume la diversidad y sus errores como una oportunidad de aprendizaje

,nidadS * 110

unidad 5 calculo.indd 110

26/11/2012 10:16:15a.m. ‘

‘ unidad 5 calculo.indd 111

Con un compaﬁero leemos y comentamos el siguiente contenido:

Fuera del tema de matematicas que trataremos en esta guia, haremos alusion a la
C.L.G. PERSONAL que “es la capacidad que tiene la persona para reconocery
valorar sus potencialidades, limitaciones emocionales, afectivas e intelectuales”.

1. Estoy proximo a graduarme como bachiller. Es el momento de hacer un inventario
de las decisiones que he tomado, al igual que las que debo tomar para orientar
mi vida; de la misma manera, reflexionar sobre las expectativas y los temores
que despierta en mi el hecho de estar a punto de salir del colegio. Es definitivo
aplicar estas reflexiones al campo laboral, ya que las emociones inciden
profundamente en el desempefio personal en el mundo del trabajo. La motivacion
o desmotivacién, las emociones que generan insatisfaccion, las consecuencias
de actuar impulsivamente, etc., son aspectos que deben tenerse en cuenta.

2. Como ya me conozco, elaboro un listado que tenga que ver con los siguientes
aspectos:

a. Decisiones tomadas.
b. Decisiones que debo tomar hacia el futuro.
c. Expectativas que tengo al terminar mi bachillerato.

d. Los temores e inseguridades que tengo frente a mi futuro.

Leo, analizo y comparto con un companero lo siguiente. Si necesito escribir lo hago

en mi cuaderno de matematicas.

* Defino el dominio y el recorrido de una relacién R de A sobre B.
e ;Como puedo obtener la relacion inversa?
e ;Cémo son entre si las graficas cartesianas de una relacion y de su inversa?

Discuto mis respuestas con otros companeros del subgrupo y por altimo
compartimos con el profesor para lograr mayor comprension.
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Con los companeros de subgrupo nos disponemos a analizar los conceptos que
sobre funciones exponencial y logaritmica encontramos a continuacion. Debe
anotarse en el cuaderno de matematicas lo que aparece en el recuadro verde. Es el
momento de conocernos como personas y como estamos en relacion con esta

competencia al realizar nuestro trabajo.

La funcién exponencial toma la forma Y = F(x) =b*, en donde la base b es un

real positivo diferente de 1. Esta funciéon tiene por dominio los reales y por
recorrido los reales positivos, como puede comprobarse si se tabulan y grafican

las funciones ¥ =2 y Y =[%J , por ejemplo, como se ve en la grafica:
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' % ‘_"i
II||I 10417
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F i
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e
i
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\ 5 Yu )"
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,nidads e 112

26/11/2012 10:16:16 a.m. ‘

g =

Notese que en la funcidn exponencial la base es constante y el exponente es

variable, a diferencia de las potencias (como en Y =X" ), en donde la base es

variable y el exponente es constante.

De acuerdo con la grafica anterior, independientemente del valor de la base b,

;para cuales valores de x es b" igual a 1?

Como propiedades de la funcién exponencial se tienen: si b* = bY, entonces x =y
(si las bases son iguales, los exponentes también son iguales); y si a* = b*,
entonces a = b (si los exponentes son iguales, las bases también son iguales).

La funcién logaritmica es la inversa de la funcién exponencial. En efecto, si en
Y=bx se intercambian el dominio y el recorrido para obtener la inversa, resulta
X=by, expresion que equivale a Y =LlogX, que es la funcion logaritmica.

Por definicion de inversa, la funcion logaritmica tiene por dominio los reales
positivos y por recorrido los reales, lo que puede verificarse construyendo la

grafica de Y = Log,X, por ejemplo:

¥ Y=Log,x
= e Y X
f______a——-‘_’_ -l
8.12] -3
;,xﬁ 0.25] -2
/ 0.5]-1
— 110
1) T I
4 | 2
. 813

Para obtener la tabla es suficiente invertir los valores de la tabla correspondiente

a Y =2* elaborada antes, aunque podria calcularse reescribiendo la funcién
logaritmica en su equivalente exponencial y usando luego las propiedades anotadas

antes, asi:
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Y =log,X =2V = X Solucion:
a) Log,25=2<5" =25 b) 2° =8 < Log, 8 =3
. 1 1 y =3 1% . .
SiX=1g = e 2¥ =27 = 2V =Y =-3 (S las bases son iguales, los exponentes )
c) Log3l=—2<:>3'2 =l; d) 325=4<:>Log324=3
también lo son). 9 9 5
SiX=8= 8=2Y =2° =2 =Y =3 (Por la misma razon). e) L0g0.001 =-3 <10 * =0.001; f) InX =aee” =X
Para la construccion de la curva basta localizar los puntos indicados en la tabla Usando la equivalencia entre las dos notaciones, calcule X 6 Y 6 b, segdn el caso:

y luego interpolar con un trazo suave. Si se desea elaborar dicha grafica usando
CABRI, por ejemplo, debe tenerse en cuenta que la calculadora sélo maneja los
logaritmos de base 10 y los de base natural (en base e) y por tanto un logaritmo
que esté en otra base debe ser convertido a uno de estos sistemas mediante la

a) ¥ =log,2.5l:Y =log 8= 4 =8=(2)=2"=2"=3=Y =%

b) teg.X¥ =-2.Sol: Log X =-23 7 =X>X= 1
. . Log N . . . : 3 9
equivalencia: Log,N = Toa b’ como se demostrara mas adelante. En el ejemplo
%, ¢) tog,1000=73.Sol: Log, 1000=3 <b° = 10° = b =10
Lo
propuesto, podemos pasar el logaritmo en base 2 a base 10, asi: Log,X = g—“’X
Log,,2 PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS
Para cualquier valor posible de la base b, ;cuales valores de x hacen que su
. : > ) . 5
logaritmo sea igual a 07 y ;para cuales es igual a 17 1. Log,(XY) =Log X + Log,Y
Por definicion, existe una equivalencia entre las funciones exponencial y logaritmica En efecto: si m=Llog, X y h =Llog,Y = X=b"y Y =b"
que puede expresarse asi: n= b" < m=Llog,n,y resulta muy Gtil para resolver Si multiplicamos ordenadamente queda: XY = b™*"
ecuaciones exponenciales y logaritmicas. En la definicion se observa que el logaritmo Y pasando a la forma logaritmica se tiene: Log,(XY) = m+h

de un namero real positivo n es el exponente m al que debe elevarse la base b

para reproducir el namero. Reemplazando resulta: Log,(XY) = Log, X + Log,Y,

como se queria demostrar.
Existen infinidad de sistemas de logaritmacion, pues la base b es cualquier real X
mayor que 0 y diferente de 1, pero en las calculadoras (o en tablas ya elaboradas) Z Log, [Vj = Log, X - Log,Y
s6lo se utilizan el decimal (base 10) y el natural o neperiano (base e, cuyo valor es
aproximadamente igual a 2.71828). El logaritmo decimal de un nimero N se

: e . . : En efecto, si en la primera ecuacion de la demostracion anterior dividimos
escribe LogN, omitiendo la base y el logaritmo natural de un namero N se escribe LnN. P

X
. . o _ B _ ordenadamente, resulta: v b*
Ejemplos: escribir las siguientes expresiones en una notacién equivalente. [ }
— |=m-h

Y escribiendo en notacion logaritmica: Log,

Fr i

Reemplazando: Log, [;j = Log, X - Log,Y , como se queria probar.

a) Log,25=2; b) 2°=8; c) Log,(1/9)=-2; d) 325 =4; e)Log 0.001=-3; f)lnX=a;
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3.

Log X" = nLog X

En efecto: si u = Log, X = X=b"

c)

Si elevamos a la n los dos miembros: X" = bu"
Y pasando a notacion logaritmica: Log X" = nu
Reemplazando: Log,X" = nlLog X como se deseaba demostrar.

Log X

Log X =
Log,a

En efecto: Si Y=LlogX=a" =X
Si tomamos log con base b en los dos lados, resulta:

Log,a" =LlogX ,0 sea: Ylog,a =LlogX

Despejando queda: Y = _Long
Log,a
i p Log X .
Reemplazando la primera ecuacion: Log X = Toga como se queria demostrar.
b

En todo sistema de logaritmos, el logaritmo-de la unidad es cero y el logaritmo
de la base es uno.

En efecto, Log, 1 = 0, porque toda base b # 0, elevada ala O es 1; y Log,b = 1,
porque la base b elevada a la 1 es igual a b.

Como aplicacion de las propiedades enunciadas, encontremos formas
logaritmicas mas sencillas en los siguientes casos:

Log, [;—V] Sol: Log, (ur_v] = Lob,r - Log, (uv) = Log,r - Log,u - Log,v

(Primero se aplica logaritmo de un cociente y luego logaritmos de un producto).

3 3

Log, (%]5 . Sol: Log, [%JF’ _ % Log, (%}: %(Logbm - Log,n) (Primero se usa

logaritmo de una potencia y luego logaritmo de un cociente).
1

- 1 1
Log, 3jmq . Sol:Log,3jmq = Log, (mq)°> = <Log, (mq) = (Log,m + Log,q) -

(Primero se reescribe la expresion sin el radical; se aplica logaritmo de una potencia
y luego logaritmo de un producto).
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ECUACIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

Son aquellas en las cuales aparecen como variable alguno de los elementos de éstas
funciones. Su solucion se fundamenta en las propiedades de esas mismas funciones.

En los siguientes casos, resolver la ecuacion:

a) P =343, S0l TP Al = TR =P = X+2=3=X =1
(Si las bases son iguales, los exponentes también lo son).

b)Log, (X+ 1) + Logy(X + 3) =1.Sol: Log, (X+ 1) + Log,(X+3) =1

Log, (X + 1)(X + 3) = + Log,8 (Inversion del logaritmo de un producto y por ser el
logaritmo de la base igual a 1).

(X+1)(X+3)=8 (Eliminando Log, a los dos lados de la igualdad). Luego:

X?+4X+3-8=0=>(X+5)(X-1)=0=X=-5vX=1

(Resolviendo la ecuacion cuadratica resultante). De estas raices se descarta el - 5
porque a un ndmero negativo no se le puede sacar logaritmo y la solucién es X = 1.

RECORDERIS: el interés se llama compuesto cuando los intereses que gana el
capital se le suman periédicamente al capital prestado, a intervalos iguales de
tiempo, constituyéndose de esa manera en un nuevo capital al final de cada unidad
de tiempo.

Si ¢ es un capital inicial, prestado a un tanto por uno anual r durante t afos, la

formula para calcular el capital final o monto Ces: € =c(1 +r),, que como se
observa es una funcién exponencial cuya solucion puede hacerse de manera sencilla
al tomar logaritmos a los dos lados, aplicar las propiedades y luego despejar la
variable que se desee.

A propdsito, la tasa de interés bancario corriente en Colombia la fija cada mes, la
Superintendencia Bancaria y, por ejemplo, para el mes de mayo de 2005 sera de
19.02 por ciento anual.

Con respecto a la tasa de interés de usura el Codigo Penal en el articulo 305 senala:
ARTICULO 305 - Usura. El que reciba o cobre, directa o indirectamente, a cambio de
préstamo de dinero o por concepto de venta de bienes o servicios a plazo, utilidad

o ventaja que exceda en la mitad del interés bancario corriente que para el periodo
correspondiente estén cobrando los bancos, segin certificacion de la Superintendencia
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Bancaria, cualquiera sea la forma utilizada para hacer constar la operacion, ocultarla
o disimularla, incurrira en prision de dos (2) a cinco (5) anos y multa de cincuenta
(50) a doscientos (200) salarios minimos legales mensuales vigentes.

Lo anterior significa que tasas de interés que excedan 1.5 veces el interés bancario
corriente son de usura. Por ejemplo, tasas de interés superiores al 28,53 por ciento
efectivo anual seran usura en mayo de 2005.

Ejemplo 1: cual es el monto de un capital inicial de $500000 impuesto al 18%
anual durante 3 afos.

Solucion: aqui el capital inicial es ¢=500000; como el interés es 18% anual entonces

cada peso en un afio producira un interés r= %: 0.1& el tiempo en afos es t=3.

Luego: LogC = Log500000 + 3log1.18 =(=821516 (Monto o capital final).

Ejemplo 2: resolver el problema anterior capitalizando trimestralmente, es decir,
sumando los intereses al capital cada 3 meses.

Solucion: el capital inicial es ¢c=500000; como en un afo hay 4 trimestres, en un

trimestre el valor del interés por peso es r = m =0.045 ; el tiempo en trimestres
i

es t=12. Por tanto: LogC = Log500000 + 12log1.045 . Luego C= 847940.71, que es
el monto o capital final.

Ejemplo 3: en cuanto tiempo un capital de $200000 a un interés anual del 20% se
habra duplicado.

Solucion: el capital inicial es ¢=200000; en un afo un peso rinde ﬂ: 2 el
100

monto o capital final es C=400000. Luego: LogC = Logc + tLog(1 + r) ; despejando

LogC - Logc : reemplazando: ¢ = Log400000 - Log200000
Log(1 +r) Log1.2

t, queda: t = ; t=3.8 anos.

Ejemplo 4: un modelo matematico del crecimiento de la poblacién mundial, para
periodos cortos de tiempo, esta dado por P = P e, donde:
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P, = Poblacion cuando t =10
r=Tasa o indice de crecimiento anual (a cierto porcentaje anual)
t = Tiempo en afnos

P = Poblacion en el tiempo t
¢Cuanto tardara en duplicarse la poblacion de la tierra si continda creciendo a un
ritmo del 1.3% anual?

1.
Aqui, la poblacion inicial es £, suduplosera2 p , r = ﬁ =.013. Luego:

P=Pe' — ap =p"""% = 2 = 2013 Si tomamos In a los dos lados, queda:

[n2 =0.013t, Y despejando: f = n
O.0FL 3

=L3.3 anos.

FORMULAS PARA DERIVAR LAS FUNCIONES EXPONENCIAL Y LOGARITMICA

/i 1Y 1 1 1
EL ndmero e se define asi: h E)noo [1 +F] =1+1 +§!+ = +...n—! = 2.71828...
dY _dlog,U 1

) du .
1.51 Y=Llog U = =_—log.e —, si U=f(x
9, dx U 9, dx (x)

dx

En efecto: sea Y = Log,U . Si calculamos valores finales, resulta:

Y+ Ay =log, (U+ Au), y despejando: Ay = Log,(U + Au) - Log,U

Por las propiedades de los logaritmos: Ay = Log, v LAU = Log, [1 + AU_u]

LueO'A—y=iLo 1 A—u—l*LLo 1 A_u =
ANV hs Cl B TR TR NPl By

u
Por tanto: &Y _ lLogb 1+ AU 6 se calcula Y- queda:
Au U U du

U U
dy  Lim Ay 1 Lim AuYar 1 Lim Au \au
du Au-0px, T AU >0L0% | 1+ _ULogb Au-0( MY

Como se dijo antes, la expresidon que esta entre [laves corresponde a la definicién
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d 1 . ,
de e. Luego: di=ULogbe° Y como U=F(x), se tiene: como se queria probar.
u

u
2.5 Y=t = U< b“lnbd—U si U = F(x). En efecto:
dx  dx dx

Y =bY = Log,Y = Ulog,b (tomando logaritmos a los dos lados de la

igualdad original). Si se deriva implicitamente, resulta:

iLo Y—iU:>lLo ed—Y—d—U d 1and av__¥ dU
dx - dx Y k dx  dx - Y despejando: dx Log,e dx °
| 1 dbY du
Como Y=tV y Log,e = % i al reemplazar queda: o b’ lnbg
como se deseaba probar.
Ejemplos: calcular PRl los siguientes casos:
a) Y =log, (3X¢ -5)
day d dY 1 d(3X¢ -5) 6X
—=—1V_L0g,(3X* -5) = = Log,e = Log,e
dx  dx 9 ) dx 3X* -5 %o dx 3X%5 %
b) ¥ =ln(¥+37 =V =2ln(x+3)= 2 o dnK+3)
dx dx
2
O ¥ =l 437 =9 dX+3) oy, 5@ X +3)
dx dx dx
Y ol (x+3) lne 4X+3) __2
dx X+3 dx X+3

[

d) F=lnﬂ, Z =Y =InX* -In(3X-4) =Y =4lnX- n(3X - 4)=
dy _d4lnX  dIn3X-4) _,(1\__1 .,_4 3
dx dx dx X 3X -4 X 33X -4
2
e) Y=2%= Y _ g g BT pu? s wex
dx dx
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X
f) y=xezx = 9 o x BT g dX? L dY
dx dx dx dx

=X2*3%n3 + 2X * 3%

He trabajado las funciones exponencial y logaritmica. Es posible que haya sido un
tema complejo para mi, lo que pudo haber generado alguna de las siguientes
situaciones, las cuales debo analizar para el conocimiento personal y asi proponerme
a mejorar estos aspectos.

1) Timidez, temor a las relaciones sociales, apocamiento;

2) Irascibilidad, susceptibilidad, tendencia exagerada a sentirse ofendido;

3) Falta de capacidad de dar y recibir afecto;

4) Recurro a la simulacidn, la mentira o el engafio;

5) Exceso de autoindulgencia ante mis errores;

6) Dificultad para controlarme en la comida, bebida, tabaco, etc.;

7) Hablar demasiado, presumir, exagerar, fanfarronear, escuchar poco;

8) Resistencia a aceptar las exigencias ordinarias de la autoridad;

9) Dificultad para comprender a los demas y hacerme comprender por ellos;
10)Dificultad para trabajar en equipo y armonizarme con los demas; etc.

¢Coémo puedo superar mis falencias? (Escribo mi respuesta en mi carpeta personal).

Si es mi voluntad, comparto mi autoevaluaciéon con el subgrupo. Esto sera de gran
utilidad en mi desempefo laboral.
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Usando las propiedades adecuadas, resuelva la ecuacion:
21. Lag =2 22. LomyX = i
1
Si se desea afianzar conocimientos, es necesario practicar lo aprendido, pues solo asi 23. logaeX — - 24, iogX =3
alcanzaremos nuestra meta. Por tanto, con un compaiero desarrollamos las siguientes 1
actividades: 25. Ink = —# 26. Inx — -
e . . . . 1 1 1
Escribir las siguientes expresiones en notacion exponencial: 27. foy, 4 — ) 28. fog., o -— ;
29. Lo 24=Log .24 30. Log,(X-1)=Log,10
1. logad=? 2. log.125—3 9 (xe1) 9, g,(X - 1)= Log,
1 Calcular la derivada de la funcién con respecto de la variable en:
3. log; - —2 4, Loglddd =3 )
1 31. ¥ — 10 32. ¢ = 2%
1 ¥
5. Logl.0l — -2 6. Lag; =-3 33. ¥ — 34. Y =loglosX
27 47
1 : &
7 L-Dg 1000 ——3 8. In1=1n 35. ¥ z?m'.r.l.xl:' 36. ¥ = ENEJ{
37. ¥ =¥ 38. ¥ — gy (PX)
9. Logyss 1__1 10. Log.X =¥ 39. Y =a* + X" 47" 40. XY+ e =Y? - InX
f ey 5 5
Escribir en notacién logaritmica las siguientes expresiones: El desarrollo de la guia hasta este paso, pudo haber dejado en mi una autoestima
ALTA'Y POSITIVA 6 por el contrario, BAJA.
11. 25=5" 12. 27=3" Ahora, determino como esta mi autoestima mediante el siguiente test; para cada
pregunta opto por la respuesta que se acerque mas a la manera en que hablo conmigo
13. 10000 = 10° 14, V _an-z mismo, pienso en mi o siento dentro de mi mismo. Al escoger cada respuesta,
| T o reflexiono sobre como incidira, positiva o negativamente, en el campo del trabajo.
15 1 _p 3 16. 1=2" 1. Cuando me levanto por la mafiana y me miro al espejo, ;qué es lo que digo?
1 1
17. =362 18. 2 =83 a) iMe veo muy bien esta mafana y estoy a punto de tener un gran dia!
N 1 b) ;0h, no, otra vez me encuentro, no es posible, qué jartera!
. 1 -—
19. g1=27° 20. Z=1§ 4 ) . L.
2 2. Cuando fallo en algo o cometo un grave error, ;qué es lo que me digo a mi mismo?
,nidads ° 122 Calculo 11 o 12‘
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a) Todo el mundo tiene derecho a fallar o cometer errores todos los dias.

b) ;Ya la embarré otra vez! ;Es que no puedo hacer nada bien? Parece como si
no supiera.

3. Cuando tengo éxito en algo, ;qué es lo que me digo a mi mismo?
a) iFelicidades, debo sentirme orgulloso de mi mismo!
b) Podria haberlo hecho mejor si me hubiera esforzado lo suficiente.

4. Acabo de hablar con alguien que tiene autoridad sobre mi (como uno de mis
padres, un entrenador, o un maestro), ;qué es lo que me digo a mi mismo?

a) He llevado este asunto muy bien.
b) ;He actuado de una manera tan estipida! Siempre digo bobadas.

5. Acabo de salir de la primera reunion del club en el que me inscribi, ;qué me digo
a mi mismo?

a) Estuvo divertido, conoci a algunas personas que me agradaron. Y hasta se
rieron del chiste que conté.

b) Hablé demasiado y no le cai bien a nadie. A todo el mundo le desagradé mi
chiste.

6. Acabo de salir de la casa de un amigo, después de jugar juntos, ;qué me digo
a mi mismo?

a) Fue muy divertido. jRealmente le caigo bien a mi amigo!

b) Mi amigo solamente me hizo creer que le caia bien. Probablemente nunca me
volvera a invitar.

7. Cuando alguien me dice un cumplido o dice “me caes bien”, ;qué es lo que me
digo a mi mismo?

a) i;Me lo merezco!

b) Nadie me dice un cumplido a menos que quiera algo de mi. Ademas no me
lo merezco.

8. Cuando alguien a quien estimo me falla, ;qué me digo a mi mismo?

a) Han herido mis sentimientos, pero me repondré. Después puedo tratar de
averiguar qué fue lo que pasoé.

b) Esto prueba que no le caigo bien a esa persona.
9. Cuando le fallo a una persona que estimo, ;qué es lo que me digo a mi mismo?

a) No es bueno, y no es gracioso, pero algunas veces las personas llegan a
fallar. Reconozco lo que hice y sigo adelante con mi vida.

b) :Como pude hacer algo tan terrible? Deberia sentirme avergonzado de mi
mismo.

10.  Cuando me siento necesitado o inseguro, ;qué me digo a mi mismo?

a) Todos se sienten asi algunas veces. Me acuesto abrazado a mi almohada, vy
pronto me sentiré bien.

b) ;Debo madurar! No puedo ser tan infantil. jEso es muy desagradable!

Para la calificacion, anétese 10 puntos por cada respuesta (a) y 5 puntos por cada
respuesta (b). Después sume los valores asignados y use la siguiente convencidn
para encontrar la calificacion de su autoestima:

90-100 su autoestima es ALTA y POSITIVA.
75-90 su autoestima PODRIA SER MEJOR.
60-75 su autoestima es BAJA. Pero ahora ya lo sabe y podra cambiar.

50-60 su autoestima es BAJISIMA, pero tratara de superarse.
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Como aplicacion de las funciones exponencial y logaritmica, desarrollo las siguientes

cuestiones:

Las funciones exponencial y logaritmica, amén de abreviar algunas operaciones,
tienen aplicacion en la solucidn de problemas relacionados con el crecimiento de
poblaciones grandes, en el calculo de la edad de fosiles con la técnica del carbono
14... Usando el modelo matematico que se indica, desarrollo lo siguiente:

1) De acuerdo con datos de la ONU, la poblacion mundial en el 2000 era de seis mil
cien millones. Si la tasa de crecimiento anual es de 1.4%, uso el modelo

matematico P{t}=Fe%, en donde es la poblacion en miles de millones

cuanto t=0; K es la tasa de crecimiento anual (n% =— ) y esta calculada

teniendo en cuenta las tasas de natalidad y de mortalidad de la poblacién; t el
tiempo en afos y P es la poblacién en el tiempo t. Calculo:

a) De acuerdo con el modelo, ;Cual sera la poblacion mundial en el 2010?
b) ¢En cuantos afos se duplicara la poblacion?

c) ¢Cuando la poblacion mundial sera de 50 mil millones? (ésta es la cantidad
que los demografos creen sera la maxima para que el planeta pueda
proporcionar alimento).

2) Alcohol y conduccion de vehiculos

Es posible determinar la concentracién de alcohol en la sangre de una persona
mediante un dispositivo que mide el grado de alcoholemia. Investigaciones médicas
recientes sugieren que el riesgo R (dado como porcentaje) de tener un accidente
automovilistico obedece aproximadamente al modelo matematico R=6e**, donde
x: es la concentracidon de alcohol en la sangre y k una constante.

a) Al suponer una concentracion de 0.04 de alcohol en la sangre produce un riesgo
del 10% (R = 10) de sufrir un accidente, ;cual es el valor de la constante? (Use
las propiedades de los logaritmos para despejar k).
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b) Utilice el valor de k e indique cual es el riesgo para diferentes concentraciones
de alcohol (0.17, 0.19,...).

c) Con el mismo valor de k indique la concentracidon de alcohol correspondiente a
un riesgo del 100%.

d) Si la ley establece que las personas con un riesgo del 20% o mayor de sufrir un
accidente no deben conducir vehiculos ;con cual concentraciéon de alcohol en la
sangre debe un conductor ser inmovilizado y multado?.

e) En el espacio laboral, si soy el conductor de una empresa y manejo con un grado
de alcoholismo no permitido, ;qué consecuencias se pueden presentar para mi
estabilidad laboral?

f) ¢Qué sentimientos despierta en usted una persona que conduce en estado de
embriaguez?

g) Si usted ha conducido un vehiculo habiendo consumido licor, ;como considera
esta conducta y qué proposito puede formular para corregirse?

Calculo 11 o 12‘
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ESTUDIO Y ADAPTACION DE LA GUIA

J
NOCIONES DE CALCULO INTEGRAL

Arguimedes lsdue Nowlon Gattiried Leibniz
(287 - 212 a.C.) {146 - 171T) {1646 - 1718)

Arguimeges resoleld 105 pomencs problemas relativos. al hoy lamado caloubo
integral, antreatos la superficie v el velumen dela esfara

Mewlon an un pariodo de meanas de 2 BN0s, ¥ ool menes de 25 ahos, senth las
bantaei dnl cScila difmrancial e riegeat, varns anos dcles d8 sy descubrrmianic
en formaandependents, por Leibniz

LOGROS

Interpreta la integracion como el proceso inverso de la diferenciacion

* Identifica y aplica el metodo de integracion adecuado para resolver una ecuacion
diferencial

* Interpreta el operador sigma como un simbolo para expresar una sumatoria y lo
relaciona con la integral definida

* Reconoce los elementos diferenciales que determinan un area o generan un solido
de revolucion y que permiten, por integracion, calcular su area o su volumen

* Actuta basado en principios y valores sociales y consensuados en los grupos en
donde interactia (AXIOLOGICA)

* Contribuye con su actitud y comportamiento a mejorar el ambiente
(RESPONSABILIDAD AMBIENTAL)

* Comprende y manifiesta los sentimientos y pensamientos sobre algiin tema o
situacién (COMUNICACION)

— * Utiliza en forma eficiente las herramientas necesarias para desarrollar los procesos jp—
e (MANEJO TECNOLOGICO) |
4 * Participa activa, responsable y colectivamente en el logro de objetivos comunes
(TRABAJO EN EQUIPO) .
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LA INTEGRAL INDEFINIDA Y LAS
INTEGRALES INMEDIATAS

Aungue log  avances fecnobdgicos han pemmitido  constus  aulos
refalivamania ‘.-'.EHL:-'E:I."G-_ 7] |r'r'|r:|‘LLl_1-l!I'|l.'.‘|ﬁ e il.:ﬂul'll.':.‘i cnnduciorms Ing 1Sman
paigrosos

Mediamte al cakcubs II'IE-HIJ."‘.!- las - aulnrfadas FIFEIZIEI" datarminar & 1a
EeaLam G un accichieds fus el excasn dewibntada | pdor agamlo

INDICADORES DE LOGRO

* Calcula la ecuacion diferencial de una funcion dada

* Reconoce el simbolo de integracion y lo usa para plantear la solucion de ecuaciones
diferenciales sencillas

* Maneja con propiedad las integrales inmediatas mas comunes

* Toma decisiones basadas en principios y valores sociales y particulares
(AXIOLOGICA)

* Cuida los bienes ajenos, publicos y del entorno

° Actta y se desempefa con autodisciplina, sin necesidad de supervision, en el
marco de la autonomia otorgada

* Analiza y reflexiona sobre su comportamiento y el de los otros

* Acepta a los otros sin importar sus condiciones socioculturales

* Respeta los acuerdos consensuados
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Leemos y comentamos brevemente el siguiente contenido: cuando hablamos de la
competencia AXIOLOGICA, nos referimos a los valores, especialmente los morales,
que deben caracterizar al ser humano. Cuando la persona evidencia tener estos
valores, podra tomar decisiones en su vida sin afectar su relacion social, es decir,

podré reconocer normas y principios que tiene establecidos la sociedad.

Demostrar esta competencia en el campo laboral, es determinante para un adecuado
desempeno, puesto que en los diferentes grupos con los que se interactla, ya sea
la familia o el colegio, existen normas que regulan las relaciones entre las personas.
Esta regulacion es fundamental para crear condiciones de convivencia, tolerancia,
autodisciplina, autonomia y aceptacion de los otros, lo que garantiza el cumplimiento
de los deberes y la exigencia de los derechos.

Al formular mi proyecto de vida tengo en cuenta determinar qué tipo de valores me
van a caracterizar en las actuaciones o desempenios.

Con el fin de introducirnos en el calculo integral, leemos, analizamos y respondemos

las Siguientes cuestiones:

1. Para las funciones F(x)=VY= X*+3X?% 8X +3, Y =Sen(2X) - CosX y

Y =e ®+ X ? calculamos Zl :Como queda cada expresion si se multiplican los
x

dos miembros por dx? ;Cémo se leera cada resultado?

2. Dada f' (x) =3X? intentamos hallar una funcién f(x) de tal modo que al
derivarla con respecto de x resulte 3X °.

3. Al resolver los ejercicios de la exploracion nos damos cuenta de la complejidad
de la tematica que nos plantea la guia. ;Qué valores debemos poner en practica
para lograr armonizar en el trabajo y éxito académico? Seleccionemos a un
compafiero del subgrupo, analicémoslo y atribuyamosle las cualidades que
consideremos que él tiene como valores.
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Escribimos nuestras rcspucstas Y las comparamos con las dC otros compaﬁcros Y si

hay diferencias las analizamos hasta ponernos de acuerdo.

Leemos, intcrprctamos, interiorizamos y anotamos en nuestros cuadernos lo que
aparece en el recuadro verde. Analizamos los ejercicios resueltos y si es necesario

los volvemos a resolver.

Hasta ahora se ha estudiado una de las dos ramas principales del calculo infinitesimal:
el calculo diferencial, en donde dada una funcién Y=f(x) se busca su derivada. Nos
centraremos en esta guia en el otro aspecto importante: el calculo integral que,
basicamente, consiste en que dada la derivada f ‘(x) de una funcion se debe determinar
la funcion f(x) que la origina. Como se observa, los dos procesos son inversos.

La palabra integrar tiene dos interpretaciones en calculo. Una de ellas coincide
con el significado corriente de la palabra, es decir, para indicar el total de algo, una
suma de partes. En este sentido la emplearemos para hallar areas limitadas por
curvas y los volimenes generados por sdlidos de revolucion. La segunda connotacion
que tiene en matematicas la palabra integrar es la de encontrar una funcion
conociendo su derivada. Este aspecto es el que vamos a estudiar en esta guia.

Diferenciales
En guia anterior se vio que dada la funciéon Y=f(x) , entonces

AxUT)O §=Z—i=f’ (x) (Definicidn de la derivada de la funcion con respecto
: dy : g
de la variable). Cabe resaltar que P debe considerarse como una fraccion

ordinaria, con dy como numerador y dx como denominador, sino como un simbolo

para representar el limite del cociente incremental AY cuando Ax tiende a 0.
Ax

Calculo 11 13‘
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Se define entonces una nueva variable “dy” como el producto de la derivada f'(x)
de la funcién por una segunda variable “dx”, o sea: dy = f ‘(x)*dx (que se lee
“diferencial de y es igual a la derivada de Y con respecto a X por la diferencial
de x”). A la variable “dy” se le denomina diferencial de “Y” y a la variable dx
diferencial de “X".

Se observa que para hallar dy es suficiente calcular la derivada de la funcidn
respecto de la variable y luego multiplicar a los dos lados de la igualdad por dx,
como se sugiri6 en la actividad inicial indicada en la seccidon A. Por ejemplo, si

Y =2X*-4X+1, para calcular dy buscamos primero la derivada que es

dy )
—— =6X"-4
dx )

Luego dy = (6X° - 4) dx.

% = —3Sen3X. Luego dy = -3Sen3Xdx.

Otro ejemplo: si ¥ ={ws3X entonces

INTERPRETACION GEOMETRICA DE dy Y dx:

=
.
= =
m |
:.:'I’
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Ya se vio que si Y = f(x), entonces d—i= f “(x) significa la pendiente de la tangente

geométrica a la curva en un punto P(x,y) de ella, es decir, dx noes mas que la
tangente del angulo o, como se ve en la figura. Si se toma un segundo punto

Q(x + Ax, y + Ay ) sobre la curva, esta ordenada corta a la tangente en Ry a la
horizontal que pasa por P en D. En el triangulo rectangulo PDR se tiene que

dy

0 Por tanto, dy = DRy dx = PD y esto nos da una interpretacién
x

Tano =
geométrica de los diferenciales.

Notese que si Q es muy proximo a P entonces Ax = dx y Ay =dy , porque la
diferencia entre dy y Ay es RQ que se hace muy pequena cuando Q tiene a P.

La integral indefinida

Supongamos que se da la funcion F'(x) y que se quiere hallar otra funcion y = F(x)

tal que: dy _ F' (x)- Por ejemplo, si dy 2X, por nuestros conocimientos de
dx

calculo diferencial se concluye que si la derivada es 2X, la funcion que la origina

es Y =X?’. Pero también nos damos cuenta de que esta solucién no es dnica,

. 1 )
pues si tomamos Y =X?-3 6 Y =X2+E 6 Y =X?+42 6 en general

Y =X? +C, la derivada de la funcién con respecto a X sera 2X, puesto que la
derivada de una constante es cero.

d , . ., . .
dle (X) se denomina ecuacién diferencial, que se

X

Una expresion como

transforma en una expresion equivalente si se multiplica a los dos lados por dx,
obteniéndose dy = F(x)dx que es la forma como debe escribirse para separar
variables y poder asi conseguir su solucién, proceso que permite encontrar la
funcion F(x) + C, de donde proviene la derivada F'(x). A este proceso se le llama
integracion. Aqui se ve que la integracion es un procedimiento inverso al de la
derivacion.

Calculo 11 o 13‘
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Para indicar la integracién se usa el simbolo | que tiene la forma de una S
alargada para recordar la palabra SUMA, como se vera en otra guia.

Resolver una ecuacién diferencial es, pues, buscar la funcion de donde proviene
una derivada conocida y para indicar la operacion se escribe el simbolo de
integracion a los dos lados de la igualdad. Por ejemplo, para resolver la ecuacion

diferencial dy =f’ (x)dx, indicamos la operacion asi: [dy = [f’ (x)dx, colocando

el simbolo f a los dos lados de la ecuacién (se lee “integral de diferencial de y

es igual a integral de f'(x) diferencial de x”). La expresidon que acompana a cada
diferencial es el integrando (una derivada). El integrando a la izquierda es
1y a la derecha es f'(x); el elemento diferencial indica respecto de cual variable
se debe realizar la integracion. Por la experiencia con derivadas, se concluye que la
solucion de la ecuacion diferencial propuesta es Y = f(x) + C. Este resultado es la
integral indefinida porque la constante de integracion C puede tomar cualquier
valor real. Igualmente, se puede afirmar que f (x) + C es una primitiva de f’ (x).
A veces es preciso calcular la constante Cy para ello deben darse ciertas condiciones
que debe cumplir la funcidn.

Por ejemplo, si dl:@(a entonces al separar variables queda dy = 4x* dx; para
dx

resolver la ecuacion diferencial indicamos la integracion a los dos lados: fldy =

4x3dx, o sea que debemos hallar, por la izquierda, una funcién cuya derivada
respecto de y sea igual a 1, y por la derecha, una funcién que al derivarla respecto
de x sea igual 4x3. Por nuestro conocimiento de derivadas podemos asegurar que
se trata de la funcion y = x* + C, puesto que la derivada de una constante es 0.
Si se desea calcular el valor de C, cuando la grafica de la funcion pasa por el
punto (-1, 2), por ejemplo, sustituimos esta pareja y despejamos C, asi: 2 = (-1)*
+C 2-1 C = 1. En consecuencia, la funcién particular es y = x* + 1.

Si se grafican varias funciones que sélo difieren en una constante, el resultado es
un conjunto de curvas que pertenecen a una misma familia, como se ve en la
siguiente figura en donde se han representado las funciones Y =X2,Y=X?+3 y
Y=X2%-2.

,nidadﬁ * 136

Obsérvese que al dibujar la curva integral y = x* (que corresponde a c=0), cualquiera
otra curva integral y = F(x) + C se obtiene de la ya dibujada sin mas que darle una
traslacion de magnitud C paralelamente al eje y. Resulta asi un haz de curvas
paralelas, como se ve en la grafica precedente. y = F(x) + C

Las integrales inmediatas

Para calcular la derivada de una funcidn respecto de una variable se utilizan formulas
especiales y, sin importar la complejidad de la funcién, siempre se podra acomodar
a uno de los modelos de diferenciaciéon. Sin embargo, en la integracién, si se
exceptdan las funciones mas comunes, no existe un método patrén que nos permita
resolver cualquier integral y, en muchos casos, la intuicién juega un papel definitivo.
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Las integrales inmediatas resultan de devolver algunas formulas de derivacion. Las
mas usuales son:
1. fdu =f1 *du=U+C (la integral de la diferencial de una variable es la
variable mas una constante).

2. Ikde= kIde (la integral de una constante por una variable es
igual a la constante por la integral de la variable,
siendo U = F(x)).

(la integral de una suma esigual a la suma de las
integrales de los sumandos).

w

. [ (A + B)du = [Adu + [Bdu

n+1
4, _[U” du = v 1 +C (Sin# -1, laintegral de una potencia de base simple
ne es igual a la base elevada a la n+1y dividida entre
n+1).

5. jd—u = (U du=In |U| +C (Laintegral de [U, siendo U una base simple, es
u igual a logaritmo natural de valor absoluto de U,
mas una constante C).

6. [SenUdu = —CosU +C (La integral de SenU es igual a -CosU, mas una

constante).

7. [CosUdu = SenU + C (La integral de SenU es igual a CosU, mas una
constante).

8. [Sec®Udu =TanU +C (La integral de Sec?U es igual a tanU, mas una
constante).

9. [Csc®Udu =—CotU +C (La integral de Csc?U es igual a -CotU, mas una constante).

10. [SecUTanUdu = SecU +C (La integral de SecU*TanU es igual a SecU, mas una

constante).
11. [CscUCotUdu = —CotU +C (La integral de CscU*CotU es igual a -CscU, mas una

constante).
X

12. [b*dx = b

= +C (La integral de la funcion exponencial esigual a la
n

exponencial, dividida entre el logaritmo natural de
la base).
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Para afianzar conceptos, desarrollemos los siguientes ejercicios:
1) Para la funcion y = X* + X — 4, hallar dy.

d
Solucion: d_J): =2x> +1; luego dy = (2x> + 1)dx

2) Para la funcion y = Tan?x, calcular dy

Solucion: Zl = 2TanxSec %x ; luego dy = TanxSec?xdx
X

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales, utilizando las formulas adecuadas:

L. dl:x2+1

dx
dy = (x* + 1) dx
[dy = [(x? + 1)dx

[1dy = [ x?dx + [1dx (Por la derecha se tiene la integral de una suma)

(Separando variables)

(Indicando la integracion a los dos lados)

2+1

y = i1 +X+C  (Integral de dy y dx y la integral de una potencia de base simple)
+
X3
Y = S +X+C (Porque C, + C, = C, pues una suma de constantes es otra constante)
dy 1
2. —=—+x,x>0
dx  x?
dy = (iz +x )dx (Separando variables)
X

dy=(x?+ x) dx (Pasando x al numerador)

Jdy = J(x? + x) dx (Se indica la integracién a los dos lados)

[1dy = [ x2dx + [ xdx (A la derecha se tiene la integral de una sumay cada
sumando es una potencia de base simple).
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-1 2 2

XX sy = ! + X 4c (Reescribiendo para evitar el exponente .
Y=T175 y==" negativo) y = 25enX + CosX + C (Destruyendo el paréntesis)
5. W _ iy 32
1 dx
3. dl=3x2+x2 c2y Vo o
dx X 2 3 S d iabl
1 eparando variables
dy = (3x% +x2 +2x 1 —4)dx (Separando variables) dy = \/;+3——X—3)dx (Sep ] )
X

1

fdy = [(3x% +x2 +2x 71 — 4)dx (Indicando la integracién a los dos lados)
1 2 3
l d =\ X 2 +— dX o . . .

fdy = [3x%dx + [x2dx + [2x dx — [4dx (Integral de una suma) Y 3 X (Escribiendo sin radicales)

3

2

=3[ x%dx + 2+ 2[ x"Ldx — 4] dx Constante por variable, potencia de base T S

y=3l E / (. P P dy =|x2 +2x 3 =3x7> |dx (Escribiendo sin denominadores)

2 simple, constante por variable, constante por

diferencial)
x*) 2 2 2 1oy 3 — 3

y = (?}+ E( 2 J+ 2lnlx|—4x +C (Potencia de base simple, 1 sobre variable [dy=]|x2+2x 3 =3x7 |dx (Indicando la integracion a los dos lados)

la 1, el to dif ial 1 -1
ala 1, elemento diferencial) [dy = [x2dx+[2x 3dx—[3x3dx (Integral de una suma)

3

2x 2
y=x3 +X—+2ln|x|—4x +C (Simplificando) w2 |3 X2 . _
3 y=—5+2d 5 |-3— |*tc (Integral de constante por variable y potencia
dy 2 3
4, 2 _ _
dx 2osX - SenX de base simple)
dy=(2CosX-SenX)dx (Separando variables) ZX% 2 3
y= = +3x3 + EE) +C (Operando y escribiendo sin exponente negativo)
X
[ dy = [ (2CosX-SenX)dx (Indicando la integracién a los dos lados)
6) I _x
[dy = [2CosXdx - [ SenXdx (Integral de una suma) dx y
ydy =xdx (Separando variables)
y =2[Coxdx - | SenX (Constante por variable)
[y dy=[xdx (Indicando la integracién a los dos lados).
y =2SenX - (-CosX) + C (La integral de CosX es SenXy la de senX es ) )
- CosX) y _x +C ) )
o ) (Potencias de base simple)
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-y

y2=x?+2c =y =+Yyx2+C(

7) Hallar la ecuacion de la familia de curvas cuya pendiente en un punto dado sea
igual y de sentido contrario al duplo de la abscisa en dicho punto. De esa
familia, hallar la curva que pasa por el punto (1, -2).

(Eliminando denominadores; despejando y)

dy _

—2X (De acuerdo al enunciado)
dx
dy = —2xdx (Separando variables)
Jdy = [—2xdx (Indicando la integracion a los dos lados)

X2 2
y=-2 Y +C=—x"+C (Integrando a los dos lados y simplificando)

Esta es la ecuacion de una familia de curvas.

Si se reemplaza por las coordenadas del punto (1,-2), resulta:

-2=—-(1)?+C=C=-2+1=-1 Luego la curva que pasa por (1, -2) es y=-x2-1

8) Como aplicacion de la integral indefinida en la fisica, hallar las leyes que rigen

el movimiento de un punto que se mueve en linea recta con aceleracidn constante.
Solucion: en guia anterior se vio que la aceleracion “a”, que es constante segin
el enunciado, es la derivada de la velocidad respecto del tiempo, es decir:

d
d_: =a= dv=adt, Si se resuelve la ecuacion diferencial, queda:
jdv =[adt = v =afdt =v =at +(, Para hallar C supongamos que la velocidad

inicial es V, es decir, V=V, cuando t = 0. Luego, V,

a(0) + C

reemplazando en la ecuacion de la velocidad, V= at+V, (1)

C=V,.Y

Ademas, la velocidad V es igual a la derivada del espacio S con respecto del tiempo

t, 0 sea: Z—S =V =at +V,. De donde, ds = (at + V, )dt. Si se resuelve la ecuacion
t
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2
diferencial, resulta: [ds = [(at +Vy)dt = S = %+V0t +C.

Para determinar C, supongamos que la distancia inicial es S, , es decir, $ =S,

0 4

cuando t = 0. Luego: Sy =

2
a(c2>) +Vp(0)+C =C =S, .

at?
Por tanto, § =T+V°t +50 (2)

Finalmente, si la aceleracion es la de la gravedad y el espacio es la altura h, resultan
las leyes que rigen el movimiento de un cuerpo que cae en el vacio, partiendo del

2

reposo, asi: V=gt yh = L Si despejamos t en la primera de estas ecuaciones
2
2
v V vz ye
y la sustituimos en la segunda, se tiene: t =—, luego: h =912 =g—2=—.
g 2\ g 29 29

Despejando: V = /2gh.

Hemos realizado un trabajo en el cual pudimos interactuar y reconocer algunos
valores durante el desempeno. Destaquemos de cada integrante los tres valores mas
sobresalientes.

Establezcamos los cinco valores que consideremos mas importantes y que debiera

tener un trabajador que fuéramos a seleccionar para nuestra empresa.

De acuerdo con los conceptos expuestos y los ejercicios resueltos en la seccion B,
desarrollamos por parejas las siguientes cuestiones. Al concluir los ejercicios los

socializamos con nuestro profesor.

1. Resolvemos las siguientes ecuaciones diferenciales usando las integrales
adecuadas.
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2 —_—
a. Y 32 o015 L. jMdX:
dx X
d
b. d—i/:\/g,x>0,y>0 m. [+/x (3x —2)dx =
C. d_y =2xy%,y>0 3. Hallamos la ecuacion particular de una funcién cuando se conocen su derivada
dx y un punto de la misma.
d. Z—;:3t2+4t—6 .
a. Lo +3, si pasa por P(-2,4)
dx
2. En los siguientes ejercicios se ha omitido el miembro izquierdo de la ecuacidn dy
diferencial, situacidon que es comdn en el calculo integral. Usando las formulas b. i =3x° sabiendo que pasa por A(1,1)
que convengan, calculamos las siguientes integrales indefinidas. X
dy 2 .
a. [x%dx = ¢ =Xx°+3x +2, si pasa por B(-3, -3/2)

b. [(4x? +3x? +2x —5)dx =

s D
X —

d. [(1—-xWxdx =

Como aplicacién préctica de la integral indefinida leo y analizo la siguiente informacion

x3 +5x2 —4 y resuelvo el siguiente planteamiento, cuyos resultados deben de alertarnos sobre
e. _— = . . . / .
J 2 dx los peligros que conllevan las altas velocidades, quiza mezcladas con licor o con
X peligros q » 9
% drogas, al conducir un vehiculo.
f. [x73dx =

Las siguientes normas del Coédigo de Transito de Colombia reglamentan la velocidad
X dx = de los automotores, asi:

d

g. I_,{/;
h. [ (2CosX + 3SenX)dx Articulo 106°. Limites de velocidad en zonas urbanas. En vias urbanas las velocidades

) maximas seran de sesenta (60) kildmetros por hora, excepto cuando las autoridades
competentes por medio de sefales indiquen velocidades distintas.
i, [(2x® —5x% —3x +4)dx =

Articulo 107°. Limites de velocidad en zonas rurales. La velocidad maxima permitida

i [(x +3)%dx = en zonas rurales sera de ochenta (80) Kilometros por hora.
Paragrafo. De acuerdo con las caracteristicas de operacién de la via y las clases de
vehiculos, las autoridades de transito competentes determinaran la correspondiente

3/2 _5,2/3 _ _ .. ) .. Y . ..
k. [ (x 2*/% +5x ~3)dx = sefializacion y las velocidades maximas y minimas permitidas.

,nidad6 ° 144 Calculo 11 o 14‘

unidad 6 calculo copia curvas.indd 144 26/11/2012 06:26:04 p.m. ‘

unidad 6 calculo copia curvas.indd 145 26/11/2012 06:26:04 p.m.



=

unidad 6 calculo copia curvas.indd 146

Conducir un vehiculo a velocidad superior a la maxima permitida acarrea, de acuerdo
con el Ministerio del Transporte, una sancién pecuniaria de 15 SMLDV (Salarios
Minimos Legales Diarios vigentes), que para el afio 2005 es de aproximadamente
$195000.

Las marcas de frenado (derrape) de los neumaticos de un automévil indican que se
han aplicado los frenos 50 metros antes de detenerse. Si el automévil tiene una

. metros , . -
desaceleracion constante de 5————, ;a qué velocidad (en kilometros por

Segundo
hora) viajaba el auto cuando se empezd a frenar? (para la solucidn, guiese por el
problema 8 de la seccién B).

El conductor, ;merece ser sancionado con la multa estipulada? Justifique su respuesta,
comparta con sus compafieros y con el profesor para tratar de fomentar buenos
habitos cuando se conduce un vehiculo.

Haga un analisis AXIOLOGICO del anterior ejercicio, segtn su resultado. Igualmente,

emita un juicio sobre lo que podria ocurrirle al mismo individuo, desde el punto de
vista laboral.
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METODOS DE INTEGRACION
POR SUSTITUCION Y POR PARTES

En las condicionas economicas actuales, una altermalive a la crsis-del
desempies puede sér la actividad piscicola, size dispone dal ezpacioy
las condiciones suficentas. El cdloulo integral nos sumimstra modeios
matematicos que pemilen hacer un segquimiegnlo mas racional a un
criaderode peces, porejempla.

INDICADORES DE LOGRO

Realiza de manera correcta el cambio de variable para poder aplicar el método de
sustitucion

Integra algunas potencias de base compuesta y ciertos productos y cocientes por
el meétodo de sustitucion

Selecciona correctamente los elementos U y dv, base de la integracion por partes 'i

’ ml * Desarrolla, mediante ensayo y error, integrales que se resuelven mediante el 1_%
' . metodo de integracion por partes ) - <

=]

s |
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* Hace uso racional de los recursos naturales (RESPONSABILIDAD AMBIENTAL) Leemos e interpretamos en subgrupo lo siguiente:
* Mantiene ordenado su sitio de trabajo . o . . . .
En esta guia, y debido a la vital importancia que tiene la proteccidn y conservacion
del medio ambiente para la supervivencia y desarrollo sostenible de la humanidad,
volveremos a considerar la C.L.G. RESPONSABILIDAD AMBIENTAL. Centraremos
nuestra atencion en un documento de las Naciones Unidas, llamado “LA CARTA DE
* Reconoce y analiza diferentes problemas del medio ambiente LA TIERRA", que empieza a gestarse en 1987 cuando la Comision Mundial para el
Ambiente y Desarrollo de las Naciones Unidas hizo un [lamado para la creacion de
una carta que tuviera los principios fundamentales para el desarrollo sostenible. La
redaccion de la Carta de la Tierra fue uno de los asuntos inconclusos de la Cumbre
de la Tierra de Rio en 1992. En 1994 Maurice Strong, Secretario General de la
Cumbre de la Tierra y Presidente del Consejo de la Tierra y Mikhail Gorbachoy,
Presidente de Cruz Verde Internacional, lanzaron una nueva iniciativa de la Carta de
la Tierra con el apoyo del Gobierno de los Paises Bajos (Holanda y Bélgica). A
principios de 1997 la Comisidn de la Carta de la Tierra formdé un comité redactor
internacional, quien ayudé a conducir el proceso internacional de consulta. La
evoluciéon vy desarrollo del documento refleja el proceso de un didlogo mundial
acerca de la Carta de la Tierra. Se comenzé con el Borrador de Referencia el cual
fue editado por la Comision y puesto en circulacién internacional como parte del
proceso de consulta. La version final de la Carta fue aprobada por la Comisidon en la
reunidn celebrada en las oficinas centrales de UNESCO en Paris en marzo del 2000.
El documento completo se encuentra en Internet.

Leo, analizo y comparto con un companero lo siguiente. Si necesito escribir lo hago

* Participa activamente en los proyectos de mejoramiento ambiental que permiten
su vinculacion

* Demuestra actitud positiva hacia los problemas que afectan el medio ambiente

en mi cuaderno de matematicas.

du

dx
dx; finalmente, reemplace lo que se pueda en la primera expresidn y simplifique

el resultado.

1. Considere la expresion x?(1-x3)*dx. Haga U=1 - X3; calcule ; ahora despeje

2. Calcule di{uv) (la derivada de un producto), siendo Uy V funciones de x. Ahora
X

multiplique los dos miembros de la igualdad por dx y simplifique el resultado;
luego despeje Udv.
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3. Elabore una lista de actividades que, segiin su criterio, atentan contra el medio 105
ambiente en su entorno. resuelve). Luego: Ixz(l—x3)4 = f—§U4dU = —§?+C, Si devolvemos la
. ., 2 3\4 (1_X3)5 . -
l sustitucion, queda: [x“(1—x°)"dx = —1—5+C , que es la solucién, como
puede comprobarse hallando la derivada: debera obtenerse el integrando.
Leo, interpreto y anoto en mi cuaderno de matematicas los conceptos que aparecen b) IY3 ,/1 + Y4 dy
en el recuadro verde vy si es preciso, vuelvo a resolver los ejemplos para mecanizar
los meétodos. Sol: sea U=1+y* :>d—u:4y3 = dy :f—u3 . Reemplazando, se tiene:
Y
Como se anotaba en la guia anterior, la dificultad del calculo diferencial radica en U% . U%
que no existen modelos que permitan desarrollar cualquier integral. Los métodos de [y3\J1+ytdy = jy-"U2 —:j—du =—T+C. Simplificando y reemplazando U,
integracion permiten reducir en gran medida, esta dificultad, transformando las 4 42
integrales complejas en formas conocidas. . 5 2
resulta: [y31+y“dy = E(1+y4)E +C
INTEGRACION POR SUSTITUCION c) [
(2 X )

Lo que acabo de hacer en la parte 1 del paso A es la base del método de . u )

integracion por sustitucién o cambio de variable que, basicamente, consiste en SobSilU=2-x= I =—1=dx = —du . Si se reemplaza:

transformar la integral en otra que tenga la forma de una de las integrales )

. . oo s . . dx —du 3 U~ 1

inmediatas. Permite integrar algunos productos y cocientes y el éxito en su | PSR = | 7 =[-Udu = ——2+C = —+C. Si reemplazamos U:

aplicacion depende de la eleccién que se haga de U. El proceso es el siguiente: se (2= x)

du dx _ 1 L
escoge U, se halla I se despeja dx y por dltimo se reemplaza lo que se pueda J(2_)()3 - 2(2 — x)?
X
en la integral dada; al simplificar, debe de aparecer una integral inmediata que d) jZXeXde
debe resolverse, para luego deshacer la sustitucion inicial. Ejemplos:
. du du
) [X2(1—X3)dx Sol: Si U=x*= v 2x = dx = P Reemplazando:

Sol: U=1-x°>= Ll = 3x% =dx _d_u3 (Eligiendo U, derivando y despejando ) du
ax 3 [2Xe™ dx = [2Xe" P [e'du=e"+C Side nuevo se reemplaza:

4du
dx). Si se reemplaza en la integral planteada, queda: IXZU"( j j— 2 )
[2Xe” dx =e* +(, como puede comprobarse.

(Al sustituir lo que sea posible y simplificar, resulta una integral inmediata que se
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e) [e**™Cosxdx

Sol: SiU = Senx = ﬂ = Cosx = dx = ﬂ Reemplazando, queda:
dx Cosx

[e®*™ Cosxdx = je”Cosx(d—u) = [e“du =e" +C. Luego:
Cosx

[e3¢™ Cosxdx = e**™ +(

3
X g
X
du 1
Sol: U =lnx = o dx = xdu, Reemplazando, resulta:
In® x u? u*
ITC/X ::>j7xdu = JUdu = T+C. Reemplazando, da:
3 4 4
Iln xdx :(lnx) +C:ln X . c
X 4 4
9)  [Sen2xdx
.. du du
Solucion: Seal =2X = o =2=dx = P Reemplazando, resulta:
X
[ Sen2xdx = fSenU(%] = —%COSU +C=- Cosex +C

INTEGRACION POR PARTES

Lo que realizado en la parte 2 del paso A es la base del método de integracién por

dU*V) :Ud_v+|/d_u:>d(UV) =Udv +Vdu. Luego:

partes. En efecto,
X dx dx

[d(UV) = [Uvd + [Vdu. Como la integral de d(UV)=UV, entonces. Y despejando
una de las integrales, resulta: [Udv =UV — [Vdu .

En el método de integracion por partes se recomienda seleccionar U y dv de tal
manera que dv sea una expresion facilmente integrable, pues de no ser asi el
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problema se complica aln mas. Se calcula Z—U y se despeja dU; a partir de dV se
X

calcula V por integracion. Luego se reemplaza en la expresion original y se verifica
que [Vdu se pueda integrar de acuerdo con los métodos disponibles.

En ocasiones, la integral planteada aparece en varios términos de la igualdad,
caso en el cual se rednen los términos que contienen la integral pedida, para
luego despejarla. También suele ocurrir que el método de integracidon por partes
debe reiterarse.

Ejemplos:

a) [XSenxdx

Sol: Para resolver por partes debe acomodarse a la forma general: [Udv =UV — [Vdu

Seal =x = Z—U =1=dx =du vy Seadx = Senxdx = [dv = [Senxdx =V = —Cosx,
X

Si se reemplaza, queda:
Udv = x(~Cosx )— [—Cosxdx = —xCosx + [Cosxdx = —xCosx + Senx +C .

Luego [xSenxdx = —xCosx + Senx +C, como puede comprobar derivando para
obtener el integrando.

b) [xe>*dx

Solucidn: se necesita la forma general [Udv = UV — [Vdu

SeaU=X:>d—u=1:>dx:du
dx

Seadv =e*dx = [dv = [e**dx. Esta integral se resuelve por sustitucion, asi:

SeaM = 3x :>C:{—Mz3:>dx :d?M. Reemplazando en la anterior, queda:
X

M 3x
V=fe3XdX:jeMd?M:e?+C: €

+C, Reemplazando en la primera:
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3x e e o Xe3 ¥ e) [lnxdx
JXeZdx = [Udv = X 3 | 3 dx, [Xedx = T +C que se puede Solucién: se integra por partes de acuerdo con [Udv =UV — [Vdu
comprobar hallando la derivada de esta primitiva. SeanU =Inx = du = d—X y dv =dx =V = x. Luego:

X

x
X Jlnxdx = xnx —IX(—j =xInx —x +C como se puede verificar por derivacion
) Jertteels de la funcion. X

Solucion: se necesita la forma general [Udv =UV — [Vdu.

f) Una ecuacion diferencial como ap = kP" se utiliza frecuentemente como modelo
Seanl = s* = du =e*dx y dv =Cosxdx =V = Senx. dt
matematico que permite hallar aproximadamente el crecimiento (o decrecimiento)

. X _ pX X
Luego: [e*Cosxdx = e*SenX — [e*Senxdx de una poblaciéon P(t) de individuos en un instante t. El valor de la constante K

(1). La dltima integral también se realiza por partes, asi: Hacemos debe determinarse generalmente por medio de experimentacion, en tanto que n
U=e* =du=e*dx y dv=_Senxdx =V =-Cosx. Sise reemplaza, se tiene: indica la forma en que cambia la poblacién; en caso de que las tasas de natalidad
y de mortalidad sean constantes, el valor de n es 1y el modelo se convierte en
[e*Senx =e* (—Cosx)— [—Cosx (e )dx = —e*Cosx + [e*Cosxdx
dP
Si se reemplaza en (1), queda: [e*Cosxdx =e*Senx —(e*Cosx + [e*Cosxdx) = ar =kP . Usando estas consideraciones se aplica la integracidn para resolver

X — pX X _ X g . . . .
[e*Cosxdx =e*Senx +e*Cosx — [e*Cosxdx), en donde se ve que el integral situaciones como las siguientes:

planteado aparece también al lado derecho de la igualdad.

1) Se sabe que cierta poblacion se comporta de acuerdo con el modelo matematico
e A o = o S 4 o = [ By = SR FE
et gl = & Sen o elon = (¢ e = 2 d_P:k\/F. Cuando t =0yP =P,; calcular P(t).
dt

resultado que puede verificarse por derivacion de la funcion. Jp Jp
Solucién: si — = kP = —— = kdt = P%" =kdt (Separando variables).

d) [x%Senxdx dt JP
Solucién: usamos la forma general [Udv =UV — [Vdu de la integracion por 1 b 3
partes. [P 2dP = [kdt = — = kt +C = 24/P =kt +C (Resolviendo la ecuacion diferencial).

2

Aqui U =X? > dU =2Xdx , y dv =SenX —V =—CosX . Luego:
) ) 24Py =k(0)+C = C =2,/P, (Reemplazando de acuerdo a la condicion).

[|X“SenXdx = —X“CosX + 2[ XCosXdx. Ahora, en [XCosXdx =UV —[Udu,

se reitera el método: U =X —>du =dx y dv =CosX — V = SenX. Luego:

2
kt kt
[XCosXdx = XSenX — [SenXdx = XSenX + CosX .Y remplazando: Luego: 2P =kt +2\Py = P = o Po =P = (? + PO) y por lo tanto

X2SenXdx = —X2CosX + 2[XCosXdx = —X2CosX + 2(XSenX + CosX)+C 2
J J ( A =[5+

se puede comprobar derivando este resultado. 2
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2) Ahora supongamos que la poblacion de su municipio satisface la ecuacidn
diferencial dada en 1); en 1990 tenia 60000 habitantes y en el 2000 tenia
72000. Si el ritmo de crecimiento poblacional se mantiene, ;dentro de cuantos
anos la poblacion sera de 100000 habitantes?

Solucién: en 1990, t=0 y P, = 60000. Cuando t = 10 anos, la poblacion es de
72000 y si se reemplaza en =(1), se tiene:

2
* 1 2
72000 = (k > 0 + \/60000j = 72000 = (Sk + \/60000) . Si se saca raiz cuadrada,

resulta: /72000 = 5k + /60000 = k = 172000 ;‘/60000 . Luego: k=4.676,

aproximadamente. Finalmente, hacemos P(t) = 100000 y reemplazamos:

4.776*t ?
1000 = (T‘F \/60000j . Si se saca raiz cuadrada:

100000 — /60000
4100000 = 2.338t +4/60000 =t = ! 5 33: = 30.49.

Luego la poblacion sera de 100000 habitantes dentro de 30 afios y medio
aproximadamente.

Las suposiciones hechas en algunos de los ejercicios propuestos deben cuestionarnos
en cuanto a la responsabilidad que tenemos en el crecimiento desmesurado de la
poblacién, en la utilizacién indiscriminada de los recursos naturales disponibles y en
los atentados que, muchas veces inconscientemente, hacemos contra la naturaleza.

Con el animo de que todos nos preocupemos por buscar soluciones que remedien la
situacion, se presentan los principios que rigen La Carta de la Tierra que se menciond
al principio de la guia. Vamos a leerlos y a comentarlos brevemente.

PRINCIPIOS

I. Respeto y cuidado de la comunidad de la vida

1. Respetar la Tierra y la vida en toda su diversidad

a. Reconocer que todos los seres son interdependientes y que toda forma de
vida, independientemente de su utilidad, tiene valor para los seres humanos.
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II.

b. Afirmar la fe en la dignidad inherente a todos los seres humanos y en el
potencial intelectual, artistico, ético y espiritual de la humanidad.

. Cuidar la comunidad de la vida con entendimiento, compasion y amor.

a. Aceptar que el derecho a poseer, administrar y utilizar los recursos naturales
conduce hacia el deber de prevenir dafios ambientales y proteger los derechos
de las personas.

b. Afirmar que a mayor libertad, conocimiento y poder, se presenta una
correspondiente responsabilidad por promover el bien coman.

. Construir sociedades democraticas que sean justas, participativas, sostenibles y

pacificas

a. Reconocer que la libertad de accion de cada generacién se encuentra
condicionada por las necesidades de las generaciones futuras.

b. Promover la justicia social y econdmica, posibilitando que todos alcancen un
modo de vida seguro y digno, pero ecolégicamente responsable.

Asegurar que los frutos y la belleza de la Tierra se preserven para las generaciones
presentes y futuras.

a. Reconocer que la libertad de accion de cada generacién se encuentra
condicionada por las necesidades de las generaciones futuras.

b. Transmitir a las futuras generaciones valores, tradiciones e instituciones, que
apoyen la prosperidad a largo plazo, de las comunidades humanas y ecolégicas

de la Tierra.

Integridad ecolagica

. Proteger y restaurar la integridad de los sistemas ecolégicos de la Tierra, con

especial preocupacion por la diversidad biolégica y los procesos naturales que
sustentan la vida.

a. Adoptar, a todo nivel, planes de desarrollo sostenible y regulaciones que
permitan incluir la conservacion y la rehabilitacion ambientales, como parte
integral de todas las iniciativas de desarrollo.
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b. Establecer y salvaguardar reservas viables para la naturaleza y la biosfera, c. Promover el desarrollo, la adopcidn y la transferencia equitativa de tecnologias
incluyendo tierras silvestres y areas marinas, de modo que tiendan a proteger ambientalmente sanas.
los sistemas de soporte a la vida de la Tierra, para mantener la biodiversidad
y preservar nuestra herencia natural. d. Asegurar el acceso universal al cuidado de la salud que fomente la salud

reproductiva y la reproduccion responsable.
c. Promover la recuperacion de especies y ecosistemas en peligro.

d. Manejar el uso de recursos renovables como el agua, la tierra, los productos
forestales y la vida marina, de manera que no se excedan las posibilidades de
regeneracion y se proteja la salud de los ecosistemas.

e. Manejar la extraccion y el uso de los recursos no renovables, tales como Como en la integracion no existen modelos que se ajusten a la solucion de las
minerales y combustibles fosiles, de forma que se minimice su agotamiento diversas clases de integrales, es preciso ejercitar bastante para adquirir destreza en
y no se causen serios dafios ambientales. los diversos metodos. Por tanto, utilizando el método adecuado, y guiandome por

. . ) ) .. ) lo expuesto en la seccion B, desarrollo lo siguiente:
2. Evitar danar como el mejor método de protecciéon ambiental y cuando el

conocimiento sea limitado, proceder con precaucion.
1. J(x? +2)%3x%x
a. Tomar medidas para evitar la posibilidad de dafios ambientales graves o

1
. . .. . ope . 3 2,2
irreversibles, aun cuando el conocimiento cientifico sea incompleto o 2. J(x*+2)2x“dx
inconcluso.
52
3. [———dx

b. Imponer las pruebas respectivas y hacer que las partes responsables asuman
las consecuencias de reparar el dafio ambiental, principalmente para quienes

Ux3 +2

argumenten que una actividad propuesta no causara ningin dafo 4. [3x+/1-2x%dx
significativo.
: o : : : s X+3
c. Prevenir la contaminacién de cualquier parte del medio ambiente y no permitir 5. f—ldx
la acumulacidon de sustancias radioactivas, toxicas u otras sustancias peligrosas. (x2 + 6x )5
. . 3
3. Adoptar patrones de produccién, consumo y reproducciéon que salvaguarden las 6. [x 1—x2dx

capacidades regenerativas de la Tierra, los derechos humanos y el bienestar

comunitario.
7 1R et

a. Reducir, reutilizar y reciclar los materiales usados en los sistemas de produccion

y consumo y asegurar que los desechos residuales puedan ser asimilados por 8 X

los sistemas ecoldgicos. sz ~ 1dX
b. Actuar con moderacidn y eficiencia al utilizar energia y tratar de depender X

cada vez mas de los recursos de energia renovables, tales como la solar y 9. [Sen de

eolica.
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10. [Cos3xdx

11. [Sen®xCosxdx !

12. [tanxdx

Como aplicacion al tema desarrollado, resuelvo la siguiente situacion problematica

. - . ue se me puede presentar en la vida real.
13. [Secxdx (Primero se multiplican, tanto numerador como denominador por q P P

Secx + tan x). Suponga que usted es un microempresario piscicola y adecta un estanque en el que

se siembran 1000 mojarras. Si el crecimiento de la poblacion de peces esta descrita
14. [Sec®2axdx

por la ecuacion diferencial i{—IZZk\/P +1:

Senx +(Cosx
15. | dx a) Determino P(t) sabiendo que P(0) = P,
Cosx
S b) Si después de 3 meses hay 1400 peces, cuantos habra al final de un afio?
16. enydy
Cos?y c) Si el maximo nimero de mojarras que puede albergar el estanque es de 6000,

;dentro de cuanto tiempo se alcanzara este limite?
17. [(1+Tanx)%dx (Primero se desarrolla la potencia).

d) Para la adecuacion del estanque, ¢qué cuidados debo tener en cuenta, de tal

manera que no cause perjuicios al medio ambiente?
18. [e3%5% Sen2xdx q per]

dx

19. 1+ Cosx

20. [(Tan2x + Sec2x)%dx (Primero se desarrolla la potencia).

Acorde con la lista sobre problemas ambientales solicitada en la seccion A, propongo
posibles soluciones y si es pertinente trato de implementarlas en asociacion con
otros estamentos de la comunidad educativa, el vecindario en donde resido y con

mi familia.
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ESTUDIO Y ADAPTACION DE LA GUIA &m )

METODO DE INTEGRACION POR FRACCIONES
PARCIALES E INTEGRALES DE ALGUNAS
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Para fechar elementos tan antiguos como los hallados en las
Piramides de Egipto, los Arquedlogos han recurrido al método
del Carbono Catorce, que se basa en la ecuacion diferencial
%ngn_ cuya solucion se hace mediante el Calculo Integral.

INDICADORES DE LOGRO

* Identifica las fracciones algebraicas propias e impropias
o/ . . . 14 o/
* Dada una fraccion impropia, la expresa como la suma del cociente, mas una fraccion
— . . C . rr 1‘
L R propia, mediante la division algebraica o
! 1 S * Establece y aplica correctamente los casos que pueden presentarse para convertir "-ﬁ

=]

expresiones racionales en suma de fracciones parciales

S . ,;(?16 . 164 Calculo 11 \16‘ 1
(. et
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* Integra expresiones racionales que pueden convertirse en sumas de fracciones
parciales

* Maneja adecuadamente las principales identidades trigonometricas

* Selecciona las identidades adecuadas para transformar el integrando hasta
convertirlo en una integral inmediata o en una que se pueda resolver por alguno
de los métodos vistos

* Comprende, interpreta, analiza y produce diferentes tipos de textos segin sus
necesidades. (COMUNICACION)

* Expresa con autonomia lo que quiere y lo que piensa en forma verbal y no verbal

* Usa un lenguaje verbal y no verbal adecuado al medio

* Demuestra respeto por los conceptos emitidos por los otros

* Reconoce la diferencia entre procesos de informacion y comunicacion

* Identifica algunas caracteristicas basicas que debe poseer la persona para el

desempeno en el trabajo
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Con los compafieros de subgrupo leemos, analizamos y comentamos el siguiente

contenido.

En esta guia volvemos a analizar situaciones que se refieren a la Competencia
Laboral General COMUNICACION, debido a la vital importancia que tiene esta
competencia en nuestro futuro, tanto en lo personal como en lo laboral, amén de
facilitarnos nuestra interacciéon con quienes nos rodean.

El valor de la comunicacién nos ayuda a intercambiar de forma efectiva pensamientos,
ideas y sentimientos con las personas de nuestro entorno, en un ambiente de
cordialidad y buscando el enriquecimiento personal de ambas partes.

Algunas personas tienen una conversacion agradable y tienen la capacidad de
comunicarse efectivamente y pueden aportar mucho con su conocimiento y
experiencia, pero con la mala costumbre de no dar oportunidad a otros para expresar
sus puntos de vista. Tengamos cuidado para no llegar a estos excesos.

La buena comunicacién tiene algunas caracteristicas como: escuchar con atencién,
no acaparar la palabra, evitar interrumpir, utilizar un lenguaje claro y moderado, lo
cual demuestra educacién y trato delicado hacia las personas. He aqui algunos
elementos que mejoran nuestra comunicacion:

a. Interés por la persona. Cuando una persona se acerca a nosotros es porque
considera que tiene algo importante que decirnos; pongamosle toda la atencidn
del caso, seamos corteses e intentemos hacer el momento mas agradable.

b. Saber preguntar. Si al expresar las ideas se tiene dificultad para comprender el
mensaje, ya sea por desconocimiento del tema, distraccién, cansancio, no nos
quedemos con la duda y pidamos aclaracion de lo que nos parece incorrecto o
equivocado para evitar situaciones incomodas que s6lo dejan resentimientos.

c. Aprender a ceder. No debemos empecinarnos y llegar a pensar que tenemos la
verdad revelada y en consecuencia creer de antemano que todas las personas
deben plegarse a nuestros puntos de vista, y menos tratar de obligarlos a pensar
como nosotros. La comunicacidén efectiva es comprensiva, condescendiente
y conciliadora para obtener los mejores frutos y estrechar las relaciones
interpersonales.

No existe medio mas eficaz que la comunicacién para hacer amistades, elegir a la
pareja y estrechar los lazos familiares, profesionales y de amistad. Todos deseamos
vivir en armonia. Por eso, este es el momento de reflexionar y decidirse a dar un
nuevo rumbo hacia una mejor comunicacién con quienes nos rodean.
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Leo, analizo y resuelvo los interrogantes que a continuacion se formulan para poder
estudiar la intcgracién por fracciones parcialcs y de algunas intcgralcs trigonométricas.

Si tengo dificultades, consulto en las fuentes adecuadas.
1) ¢Cémo se divide un polinomio entre otro? Doy ejemplos.

2) ;Qué es factorizar? Propongo y resuelvo ejemplos en donde haya FACTOR COMUN,
DIFERENCIA DE CUADRADOS, SUMA o DIFERENCIA DE CUBOS, TRINOMIO DE
SEGUNDO GRADO.

3) ¢Como se ejecuta la division de un polinomio P(x) entre un binomio de la forma
x - a de manera sintética? Propongo y resuelvo algunos ejemplos.

4) Usando cualquier método, probar que (2, 1) es la solucion del sistema simultaneo:

(1) 4X - 11Y = -3
(2) 6X +7Y =19

5) Descomponga Sen3x, Sen‘x y Sen®x en dos factores de modo que uno de
los exponentes sea maltiplo de 2.

6) Exprese Tan?x en funcién de Secx y Cos®x a través de Senx.
7) Exprese Cos2x a través de Senx y de Cosx.

8) En las expresiones anteriores despeje senx y cosx, respectivamente y luego

X X X
cambie el angulo x por > para obtener Senz y COSE

9) Calcule Sen2a.

10)¢La comunicacién con mis compafieros en el colegio y con mis familiares ha sido
la adecuada? Si he tenido dificultades, elaboro una lista de ellas y reflexiono
sobre las posibles soluciones. Comparto con el subgrupo y con el profesor para
tratar de beneficiarnos todos.
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Leo, analizo e interpreto con un compafiero de subgrupo, aplicando los conceptos
de comunicacion analizados en la presentacion de la competencia, los conceptos
que se describen a continuacion. Escribo en mi cuaderno de matematicas lo que
aparece en el recuadro verde y si es preciso vuelvo a realizar los problemas propuestos

y resueltos.

Recordemos que un polinomio en x es una funcién de la forma:

aX" + ax"! + ...+d,,x+a, , en donde los coeficientes son constantes, ap #0 y n
un namero entero positivo cualquiera, incluso 0.

Ademas, si dos polinomios DEL MISMO GRADO toman iguales valores numéricos
para cualquier valor de la variable, entonces los coeficientes de los términos de
igual grado, en ambos polinomios, son iguales. Por ejemplo, si

2% —4x+l=ax’+bx-c=>a=2 b=-4yc=-1.
Todo polinomio de coeficientes reales se puede expresar (al menos en teoria)

como producto de factores reales lineales de la forma ax + b, y de factores
cuadraticos reales irreductibles, de la forma ax? + bx + c.

Fix)

Una fraccion de la forma m en donde F(x) y G(x) son polinomios, recibe el
X
nombre de fraccion racional.

Si el grado de F(x) es menor que el de G(x), la fraccion es PROPIA y en caso
contrario es IMPROPIA.

Toda fraccion racional impropia se puede expresar (por lo menos tedricamente)
como suma de un polinomio y una fraccién propia. En efecto, por el algoritmo de
la division “el dividendo D es igual al divisor d por el cociente ¢, mas el residuo
r’, o sea:

D =dc + r. Si se divide a los dos lados de la igualdad por d, queda:

D ¢ r D c
— =t —=—=C+—.
d d d
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Toda fraccion racional propia se puede expresar (por lo menos tedricamente)
como una suma de fracciones simples cuyos denominadores son de la forma

(ax + b)" o (ax’+ bx + c)", siendo n un entero positivo; de acuerdo con la
naturaleza de los factores, se pueden presentar cuatro situaciones:

1. Todos los factores del denominador son de primer grado y ninguno de ellos esta
repetido.

2. Todos los factores del denominador son de primer grado y algunos de ellos se
encuentran repetidos, o sea, son de la forma (ax + b)".

3. El denominador contiene factores irreducibles de sequndo grado, ninguno de
los cuales se encuentra repetido.

4. El denominador contiene factores irreducibles de segundo grado y algunos de
ellos estan repetidos, es decir, toman la forma (ax + bx + ¢)".

Veamos qué debe de hacerse en cada caso:

1. A todo factor ax+b (que no aparezca repetido) del denominador, le corresponde

una fraccion parcial de la forma , en donde A es una constante a determinar.

+b
2. A todo factor (ax + b)" del denominador le corresponden las fracciones parciales:

A A A
+ +o—
ax+b (ax +b)* (ax +b)" ’

en donde A - A,,...A y son constantes a
determinar.

3. A todo factor irreducible de segundo grado ax? + bx + ¢ del denominador (que
Ax +B

, en donde
ax? +bx +c

no aparezca repetido) le corresponde la fraccion parcial
Ay B son constantes a determinar.

4. Si ax® + bx + ¢ es irreducible, entonces a todo factor (ax? + bx + x") del
denominador le corresponden fracciones parciales de la forma:

Ax + B, Ax + B, Ax + By
ax® +bx +c  (ax®+bx +c)’ (ax? + bx +c)

r.endonde A, A,... Ay

B, ., B, ... B, son constantes a determinar.
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Ejemplos: descomponer en fracciones parciales:
2
a.
X-1)(3X-1)

. Es una fraccién propia y se trata del caso en el que aparecen

2 A B

= + . Si
X-1)BX-1) (K-1 3X-1

factores distintos en el denominador. Luego:
se eliminan denominadores, resulta:

2= A(3X -1) + B(X-1) = 2 =3Ax - A + BX - B. Reuniendo términos semejantes,
da: OX+2=B3A+B)X+(-A-B) = 3A+B=0 y -A-B=2. Resolviendo el
sistema, resulta que A=1 y B =-3. Por tanto, si se reemplaza, queda:

2 1 3
(X —1)(3X — 1) T X _1 3x_qp-quees la solucién como puede comprobarse

efectuando la suma de la derecha para obtener el resultado de la izquierda.

Método alternativo: si en 2=A(3X-1) + B(X-1) se reemplazan los valores de x que

. . 1
anulan el denominador (primero x =1y luego,x:g), resulta:

1 .
2=AB*1-1)+B(1-1)=2=2A+0=>A=1; ahora, para XZE' se tiene:

1 1 2B
2=A(3*§—1)+B(§—1):>2=0—?:>B=—3, valores para Ay B iguales a

los obtenidos por el método anterior, con la ventaja de que se llega mas rapido al
resultado.

3 +9 ., . . . 3 +9 . .,
. ———— . Fraccién propia. Si se factoriza, da: , Situacion que se
X244 X =2 (X +2)(x —1)
3X +9 A B

acomoda al mismo caso anterior. Luego, . Si ose

(X+a@-4)_x+2+x—1
reduce a comdn denominador, queda:

3x+9=Ax-1)+B(x+2)=3x+9=Ax—-A+Bx+2B=3x+9=(A+B)x +(-A+2B)
Comparando coeficientes de polinomios iguales, da: A + B =3 y -A + 2B = 9.

Resolviendo el sistema, resulta: A = -1 y B = 4. Luego, es equivalente

X2+ X =2
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ey 3

con —

+
xX+2 x-1

, como puede probarse realizando la suma.

Por el método alternativo, basta sustituir los valores que anulan el denominador
(X=-2, X=1) en 3x +9 =A(x —1) +B(x +2), obteniéndose primero:
3(-2)+9=A(-2-1)+B(-2+2)=> 3=-3A= A=-1.

3(1)+9=A(1-1)+B(1+2)= 12 =3B= B = 4 resultado igual al hallado por
el primer método.

Ahora para X = 1:,

3x%2 +5x +1
x3+3x% -4

divisidn sintética, como se ve enseguida:

. Es una fraccion propia. Para factorizar el denominador, usamos la

SiG(x)=x>+3x?-4=G(1)=1+3-4=0=>x —1es factor de G(x). Si se
efectia la division sintética, disponiendo en forma de coeficientes separados, queda:

Luego, G(x) =x> +3x% —4 = (x —1)(x® + 4x + 4). Como el segundo factor es un

trinomio cuadrado perfecto, se obtiene G(x) = x> +3x? —4 = (x — 1)(x + 2)°

3x*4+5x +1  3x°+5x +1
x3+3x% -4 (x —1)(x +2)?

Por tanto . Como en el denominador hay un factor

no repetido y uno repetido porque aparece al cuadrado, se presenta una combinacién

2
de las dos primeras opciones. Luego: Al Sl S A 8 + ¢ .
(x +2)?

(x —1)(x +2)?

+
x—-1 x+2
Eliminando denominadores, queda 3x? + 5x +1 = A(x + 2)? + B(x-1)(x + 2) + ((x-1)

Operando, resulta 3x? + 5x +1 = (A + B)x* + (4A +B+()x + (4A + 2B-C). Comparando
coeficientes y planteando el sistema simultaneo, da:

(1) A+B=3

(2) 4A+B-C=5

(3) 4A-2B-C=1
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Cuya solucibnes A=1; B=2 y C=-1. Luego:
4+bx+l 1 2
x}3+3x%2 -4 x-1 x+2 (x+2)
suma algebraica del consecuente.

, como puede verificarse efectuando la

2

Por el método abreviado, basta reemplazar los valores de x que anulan los
denominadores (x =1, x =- 2) en la ecuacion: 3x 2+ 5x + 1 = A(x + 2)? + B(x + 1)(x
+ 2) + ((x - 1) se obtienen dos de los valores (los de Ay C, respectivamente); para
hallar el otro valor, el de C, se le asigna a x cualquier valor (0, por ejemplo) y se
reemplazan, tanto el valor de x como los de Ay C en la misma ecuacién y se despeja B.

— X2 +x+8
(x —1)(x% +3)
cuadratico irreducible, se acomoda a los casos 1y 3. Por lo tanto:

. Es fracciéon propia. Como aparecen un factor lineal y uno

2
— A B
X +X2+ 8 _ + ); ull . Eliminando denominadores, queda:
x-1D(x“+3) x-1 x°+3
-x2 + x + 8= A(x? + 3) + (Bx + C)(x + 1). Operando y transformando:
X2+ x+8=(A+B)x*+ (- B+ O)x+ (3A - C) Comparando coeficientes, se plantea
el sistema simultaneo:

(1) A+B=-1
(2) C-B=1
(3) 3A-C=8

Cuya solucibn es A=2, B=-3, C=- 2. Luego, el resultado es:

—x*+x+8 2 3x+2
= , como puede comprobarse efectuando la suma

(x—1)(x2+3) x-1 x*+3

que aparece en el consecuente de la igualdad.

Como entre los valores que anulan el denominador hay cantidades imaginarias, el
método alternativo no es recomendable por el desperdicio de tiempo.

4 3 2 e, . . . .
e. X' =x"=3x"+5X+1 Es una fraccion impropia, porque el grado del polinomio
x% —x
del numerador es mayor que el del denominador. Se efectiia primero la division
(Como se muestra en la grafica) para luego aplicar b _ c + L enunciada al principio
de esta seccion. d d
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4 3 2
De donde Xt —x—3x +5x+1:

Dividendo Divisor
Kj -!='.3 —3x2 +5x% +1 HE -¥%
D 3
0 +0 -3x"+5x Cociente
+3::-:E -3
0 +2x +1
Residuo

2x+1

fraccion propia

X =X

2x +1

(x? =3)+

x% — x x2 —x

. Si se factoriza el denominador, queda

. Ahora se descompone la

2x +1 2x +1

xX2—x  x(x 1)

que corresponde al caso en el que hay factores lineales no repetidos en el

2x +1 A B

denominador. Por tanto; ——MM =—+ . Eliminando denominadores, da:

x(x-1) x x-1

2x + 1 = A(x-1) + Bx . Desarrollando y comparando coeficientes, queda:
2x +1=Ax —A+Bx =>2x +1=(A+B)x —A. Luego:

(1) A+B=2
(2) -A=1

en consecuencia

Cuya solucion es A=-1 y B = 3. Por tanto: 2x +1 = x+1 :_l+ 3 y
x2-x x(x-1) x x-1
b4 _ 3 _ 2,2
X X 23X +5X+1:(x2—3)—l+ que es la solucién
X=X x x-1

al ejercicio propuesto como puede comprobarse realizando la suma que aparece en
el consecuente de la igualdad.

INTEGRACION POR EL METODO DE FRACCIONES PARCIALES

Es un artificio que permite integrar ciertas fracciones racionales que pueden
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convertirse en fracciones parciales (como se comprobd en los ejemplos anteriores)
cuyos elementos se pueden acomodar a integrales inmediatas u otras en donde se
pueden aplicar otros métodos. Por ejemplo:

x2+2x +3
x3+x?—x-1

dx . Como no es una integral inmediata ni tampoco se pueden

aplicar los métodos de sustitucion ni por partes, intentamos descomponer el
integrando en fracciones parciales.
Por division sintética, se factoriza el denominador, asi:

x3+x%—x —1=(x —1)(x? +2x +1). Factorizando el trinomio queda:

x4 x?—x-1=(x-1)(x +1)(x +1) = (x —1)(x +1)%. Luego:

X% +2x +3 B X% +2x +3
X3rxPox—1 (x—-1)(x +1)2" Por tanto:
X% +2x+3 A B | |
(x —1)(x + 1) - X —1 + Y11 + x+ 1) Planteando y resolviendo el sistema,
\ - J—
resultan:
3 1
A==,B=-=y (=-1. De donde:
2 2
x2+2x +3 3 1 1

(x —1)(x +1)? C2x—-1) 2x +1) (x +1)? . Integrando

2
2 1 1
X +2x+3 dx:j[ 3

— — jdx. Luego:
20x-1) 2(x+1) (x+1)?

3 +x2-x-1

x2+2x +3

2 1
— dx = —lnjx — 1| = =lnlx + 1|+ +C, que es el resultado,
X +x°—x-1 3 2 x+1

como se puede comprobar derivando para obtener el integrando.

A continuacion veremos aqui algunas integrales trigonométricas cuya solucién se
basa en ciertas identidades y en alguno de los métodos de integracidon ya vistos.
Para tener éxito en este tipo de integrales es condicién sine qua non manejar con
propiedad, las principales identidades trigonométricas.
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Las ecuaciones diferenciales trigonométricas mas comunes se pueden integrar
facilmente transformandolas en integrales inmediatas mediante reducciones
trigonométricas sencillas. Los casos mas frecuentes son:

Para evaluar jSenZUdu e jCosszu , que se presentan con frecuencia, se usan las

2
identidades Sen?d = %(1 —Cos20) y Cos%0 = E(1 +Cos26).

) 1 . (r el
Por ejemplo: [Sen?3x = jE(l —Cos6x)dx, que se puede integrar por sustitucion.

Siy=6x > d_u = 6dx = d_u Reemplazando:
dx 6
[Sen?3x = j%(l — Cos6x)dx = %j(l—CosU)d?u = 1—12(U — SenU) +C.

Luego: [ Sen?3xdx = %(6x — Sen6x) +C.

Para integrar [Tanx y [Cot?x se usan las identidades 1+ Tan?x = Sec?x y

1+ Cot2x = Csc2x . Por ejemplo:

[Cot?3xdx = [(Csc?3x —1)dx. Si U =3x = j_u =3 = dx :d?u. Luego:
X

[Cot?3xdx = [(Csc?3x — 1)dx = [(Csc U _1)d?u = %(—CotU -U)+C. 0 sea:

[Cot?3xdx = —%Cot3x —x +C.

Para calcular integrales de la forma [Sen™xCos"xdx se utilizan las

sustituciones U = Senx 6 U = Cosx dependiendo de la paridad de m & n.

Puede ocurrir que por lo menos uno de los ndmeros m 6 n sea un entero impar y
positivo y el otro cualquier real; o que tanto m como n son enteros positivos
pares. En el primer caso la integral puede reducirse a una inmediata de la forma

ijdx , mediante transformaciones trigonométricas adecuadas. Por ejemplo, si

m es impar, escribimos Sen™xdx = Sen™ 'xSenx ; y como m-1 es par, el primer
factor del sequndo miembro sera una potencia de Sen®x y podremos entonces
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expresarlo como potencias de (Cos’x, para obtener una integral de la forma:
| (suma de términos que contienen Cosx)*Senxdx. Si el impar es n, se hace
la descomposiciéon de Cos"x y se expresa como potencias de Sen®x, para obtener
f (suma de términos que contienen Senx)*cosxdx. De manera analoga, se aplica

el procedimiento para resolver [Sen"udu ¢ [Cos"udu, cuando n es impar.

2Sen°x
5

Sen3x

. 5 5 Sen’
Ejemplo: probar que [Sen®xCos’xdx = 3 +

+C . En efecto:

[ Sen®xCosxdx = [ Sen®xCos*xCosxdx (n es impar positivo).

[ Sen®xCos°xdx = [ Sen x (Cos2x )?Cosxdx = [Sen®x(1— Sen®x)?Cosxdx

d
(por ser Sen®x +Cos®x =1). Si U = Senx = WY _ Cosx = dx = . Luego:

dx Cosx

d
[Sen®xCos xdx = [U?(1—U?)*Cosx c Yoo ju?+ 20t + Uy
0sx
3 5 7 3 5 7
[ Sen®xCos>xdx _UT A7 U o _denx 2enx  sen .
3 5 7 3 5 7

como se pide en la expresion original.

Ejemplo: probar que jSen3%dx = —2Cos%+§€os3%+c. En efecto:

[Sen® Xdx = [Sen? Xsen Xdx = [(1 - Cos? X)Sen X dx
2 2 2 2 2

SiU:Cosi:d—u:—ESeni:dx — )
dx 2 2 sen X Luego:
[Sen Xdx = [(1—U2)Sen *(——2Yy — [2u? — 1)du = 2] (U? - 1)du
2 2 Seni
2

U3 2
[ Sen? %dx = % -2U +C = ECos3 % — 2Cos%+C , como se planted al principio

del ejercicio.

Integrales de la forma [Tan"udu 6 [Cot"udu. Para resolver cualquiera de estas
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integrales se descompone el integrando de modo que aparezca una segunda

Cot%2x In|Sen2x
potencia de Tanu o de Cotu, para poderla expresar a través de Sec?u 6 de Csc’u, ICOtBZXdX = - - | |

+ C , como se pidio6 al principio.

2
respectivamente.
3 Integrales de la forma [Sec”xdx 6 [Csc"xdx, cuando n es entero, positivo, par. Se
. 4 Tan .
Ejemplo: probar que Tan*xdx = —— —Tanx + x +c . En efecto: descompone de modo que uno de los factores tenga una segunda potencia, que
3 puede expresarse o al través de tanx o de cotx.
Tan“xdx = [ Tan®xTan®xdx = [(Sec®x —1)Tan®xdx . Operando: Tan3x

Ej: probar que [Sec“xdx = X | Tanx +C . En efecto:

Tan*xdx = [(Sec®xTanx —Tan®)dx = [ Sec®xTan®xdx — [(Sec? —1)dx .
ITan"xdx = | (Sec’xTan"x =Tan")dx = ] Sec'xTan"xdx — [(Sec” ~1)dx [Sec“xdx = [Sec?xSec?xdx = [(1+Tan®x)Sec?xdx . Haciendo:

Si U =Tanx :>d—u:5ec2x = dx =

L : du
dx Sectx U=Tanx = o Sec’x = dx = o2, - Reemplazando:
[Tan“xdx = jSecszz(SUlu2 )—Tan’x +x +C.
ec’x 3
E 1 [ Sec*xdx = [(1+U?)Sec’x —; :j(1+U2)du:U+U—+C,
Ahora: [Tan“xdx = 5 ~Tanx +x +C = ETan3x —Tanx +x +C , como se pide en el Sec*x 3

Tan3x
2 —
enunciado. [Sec“xdx =

+Tanx +C como se deseaba probar.

Cot22x ln|Sen2x|
— — +C
4 2

Ejemplo: probar que [Cot 32xdx = Integrales que contienen el producto SenaSenb, Senacosb, CosaCosb.

Estas formas se pueden transformar en la suma o la diferencia de funciones

3 _ 2 _ 2 :
[Cot”2xdx = [Cot*2cCot2xdx = [((sc“2x —1). Operando: trigonométricas homonimas, de acuerdo con las siguientes identidades:

[Cot32xdx = [(Csc?2xCot2x — Cot2x)dx . Separando sumandos:

3 _ 2 . . . _
[Cot>2xdx = [Csc“2xCotxdx — [Cot2Xdx . Para la primera integral tomamos L Sena + Senb — 25en(a+ b)Cos(a b)
U=Cot2x = du _ —2(0s%2x = dx = — >— . Para la segunda, tomamos a+b a—b

x 2Csc “2x 2. Sena + Senb = 2Sen( )Cos( )
U = Sen2x = du _ —2C0s2x = dx = — . Y reemplazando en ambas: a4 b a_b
dx 2Cos2x 3. Cosa+ Cosb = 2Cos( > )Cos( > )
du Cos2x , du

3 — 2 _ _ ( . _

[Cot>2xdx = [Csc*2xU( 2C5c2) | J \2C052x)' Luego: 4. Cosa—Cosh — —25en(aJ2r b)Sen(a 2 b)

1 1 1u? 1
Cot32xdx = [-=Udu — [—du = —=—— — =InU +C. Reemplazando:
J / 2 IU 22 2 i Ejemplo: [ Sen3xSenzxdx . Como aparece un producto de senos, usamos la

identidad 4, pero se ve que falta el factor -2. Por tanto multiplicamos por -2 tanto

,nidadﬁ e 178

Calculo 11 o 17‘

26/11/2012 06:26:16 p.m. ‘

unidad 6 calculo copia curvas.indd 178

unidad 6 calculo copia curvas.indd 179 26/11/2012 06:26:17 p.m.



unidad 6 calculo copia curvas.indd 180

el numerador como el denominador, establecemos la equivalencia y la usamos para

plantear un sistema simultaneo de ecuaciones:

) a+b
259”3);5e”2X :_%(—ZSen3x5en2x ). Luego: (1)

y

(2)% = 2x , cuya solucion es @ = 5x y b =x . Reemplazando:

—2sen 3);Sen2x = —%(—25en3x5en2x) = —%(COS5X —Cosx). Luego:

1
[Sen3xSen2dx = |- E(Cos5x —Cosx)dx . Para integrar Cos5x basta hacer U = 5x,

para obtener dx = d?u Luego:

[ Sen3xSen2xdx = —%(%SenSx — Senx) = —%SenSx + %Senx +C.

En guia anterior vimos el modelo d_P_kp cuya solucion es P(t) =P, en

dt

donde Py =P(0) y k es la diferencia entre las tasas de natalidad y de mortalidad,
es la ecuacion de crecimiento natural.

Supongamos ahora una muestra de material que contiene N(t) atomos de cierto
isdtopo (cuerpo que tiene los mismos elementos quimicos que otro, pero de peso
atomico diferente) en el instante t. Experimentalmente se ha comprobado que
una fraccidon constante de esos atomos radioactivos decaen en forma espontanea,
es decir, se convierten en atomos de otro elemento o de otro is6topo del mismo
elemento en cada intervalo de tiempo. Por tanto, la muestra se comporta igual
que una poblacién con una tasa de mortandad constante, sin que ocurran
nacimientos. Para expresar un modelo matematico que permita analizar esta

: . ., dN " :
situacion se usa la ecuacion e —k que podemos escribir separando variables,
t

asi: dWN:—kdt = jd—N:j—kdt —InN=—kt +C . Si se toman los dos
miembros de la ecuacion como exponentes, resulta que ) = =Gt y por las
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propiedades de las funciones exponenciales y de los logaritmos, se tiene que

N =e et . En el instante en el que t = 0, N =N, y reemplazando resulta:

No =e%" =e’. De donde N(t)=Noe™, en donde Ny =N(0) es el nimero de
atomos radioactivos del isétopo original presentes en la muestra en el instante
E=0"

El valor de la constante k de decaimiento depende del isétopo en particular que
se considere y se especifica con relacion a la vida media m que se define como “el
tiempo necesario para que la mitad de la muestra del is6topo decaiga”. De acuerdo

con esta definicion: t=my N = %NO . Si se reemplaza en N(t),

resulta: %NO =Noe " = 1 o, Aplicando In a los dos lados:

km — In1—In2 = —kmlne = —Iln2 = —km = m :12—2-

1
In==1lne™
2
Los conceptos anteriores son la base del método de fechado con el radiocarbono

catorce (14C), isotopo que tiene una vida media de 5.700 anos.
Problema: de acuerdo con una teoria cosmoldgica, habia igual cantidad de los

isotopos de uranio 235y y238U en el momento de la creacion del universo (la
gran explosion o BIG BANG), En la actualidad hay 137.7 atomos de & por

cada atomo de 23°(J . Si las vidas medias de estos isotopos son 4.51 miles de

millones de afos para el 2381 y 0.71 miles de millones de afios para el 235y,
;Cuél es la edad del universo? (Tomado de “CALCULO”, Edwards y Penney, 42
edicion).

Solucién: sean Ng(t) y N,(t) el nimero de atomos de 2381 y 235y,
respectivamente en el instante t, en miles de millones de afios desde la creacion

del universo. De acuerdo con la ecuacion para N(t) se tiene: Ng(t) =Ny y

Ns(t) = Noe %1 . Si se usa la ecuacion para calcular la vida media m y se despeja
la constante, queda:
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_In2 In2 [n2 In2

Ng e 1377

N, ekt

Si se dividen Ng entre N5, queda: entonces:

e = . De donde lne® 17X =n137.7, luego:

1
(n137.7 . .
(kq —k)t =ln137.7=>t = T2 2 =t ~5.99, o sea que el universo tiene
0.71 4.51

una edad de unos 6 mil millones de afos.

En los conceptos desarrollados vemos como los modelos matematicos son valiosos
elementos descubiertos por los cientificos y que nos permiten a nosotros, los legos,
aprovecharlos a través de un proceso de comunicacién adecuado.

Precisamente, requerimos de la comunicacidén para procurar y mantener las buenas
relaciones en todas las actividades de nuestra vida, particularmente en la familia,
en el colegio y con las personas mas cercanas a nosotros. En muchas ocasiones
enfrentamos desacuerdos y discusiones sin sentido, provocadas talvez por una
comunicacion deficiente. Entender y hacerse comprender, nos facilita la convivencia
y la armonia con quienes nos rodean.

De acuerdo con lo anterior, evaluemos como se esta dando el proceso de comunicacion
en el desarrollo de la guia. Si se han presentado dificultades, busquemos las soluciones
en forma inmediata.

A continuacion se plantean dos series de ejercicios, de los cuales debo resolver con
un compafiero cinco de cada una, para afianzar los conocimientos sobre integrales.
Compartan sus resultados con otros companeros y con el profesor, tratando de ser

muy claros en los mensajes.
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1 dx
x3+x%—2x
2x° +5x —1

2 R dx
X>+x°—2x

x2+2x +3 J

S - )x 1)
x3+1

4, IX(X_1)3 dx
4x3 +2x% +1

5. | 3 d

4x° —x
4x + 3

6. dx

I4x3+8x2+3x
4
X" -8

7. |———dx
Ix3+2x2

8 Ix3_2 d

. | —=——=dx
x3 —x?

2

0. gdx

x> +3x

Probar las siguientes integrales:

Cos3x

1. [Sen3xdx = —Cosx +C

3
2. [Sen®xCosxdx = SenTx +C

Tan®x

3. [Tan3xdx = + Ln|Cosx| +¢
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=

4. [ Sen?2xdx = % - %SeanCost +C

Tan3x

5. [Tan“xdx = —Tanx +x +C

6.  [Sen®xCos3xdx = %Sen:“x —~ %Sen5x +C
1 1
7. [Sen“xdx =¥ 2 Senax + L Sendx +C
8 4 32
1 1
8. [ Sen2xCos4xdx = " Cos2x — ECOS@( —C

9. [ Cos3xCos2xdx = %Senx + i5en5x +C

10.  [Sen5xSenxdx = %Sen4x - %Sen6x +C

Finalizados, discutidos y compartidos los resultados, ;creen que los mensajes fueron
interpretados por todos de igual manera? Si no fue asi, ;cuales fueron las posibles
causas de la diversidad de interpretaciones?

Ahora, con el mismo compaiero, leemos y analizamos el siguiente relato:
El Coronel al capitan

Mafiana a las nueve, habra un eclipse de sol, fenédmeno que no pasa cada dia.
Ordene que salga la tropa al patio en vestido de campana para que puedan observar
esta rareza natural, y yo estaré presente para explicarla. Si llueve no se vera nada,
por tanto, ordenara que se lleve la tropa al gimnasio.

El capitan al teniente

Por orden del coronel, manana habra un eclipse de sol. Si llueve no se podra ver
desde el patio, en consecuencia, en vestido de campaiia, el eclipse tendra lugar en
el gimnasio, fendmeno que no ocurre cada dia.

EL teniente al sargento

Manana a las nueve, en vestido de campania, el coronel eclipsara al sol en el gimnasio,
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fendmeno que pasa cada dia si hace buen tiempo. Si llueve, el acto tendra lugar en
el patio.

El Sargento al Cabo

Manana a las nueve, el eclipse del coronel en vestido de campana por el sol, tendra
lugar en el gimnasio. Si alli llueve, fendmeno que no pasa cada dia, la tropa formara
en el patio.

Comentarios entre la tropa

Mafnana, si llueve, el sol eclipsara al coronel en el gimnasio. Lastima que este
fendomeno no pase cada dia.

Hagan una lista de las posiblcs causas que ocasionaron la distorsion de la informacion

original. Compartan con otros COH’IP&ﬁCI‘OS.

Como aplicacién a los conceptos dados sobre calculo integral y basandome en lo

expuesto en la Gltima parte de la seccion B, le doy solucion a la siguiente situacion.

Un pedazo de carbon de lefia encontrado por un arqueélogo contiene el 63% de

carbono catorce (14C) con respecto de una muestra de carbdn actual. Utilizando

el modelo C;—lll = —kN, con Ny =N(0). ;Cual es la edad de la muestra? (3800 afos

aproximadamente).

Calculo 11 o 18‘
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ESTUDIO Y ADAPTACION DE LA GUIA
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L

EL OPERADOR SIGMA Y LA INTEGRAL DEFINIDA

= {

i LA OUIERDA SE VE EL TOROIDE
SOLIDD GENERADD CUANDD LN
CARGULO SE DESLIZA 65 MANTENIENDO
5l CENTRO SOBRE LA CIRCUNFERENCLA
PUNTEADAALA DERECHA EL TROMPOES
EEE"{EFME{'I PORFR AL ROTAR S0BRE EL
ElE X

EN AMBOS CASDS, EL CALCULD
NTEGRAL ES UINA BUEMS OPCRIN FARA
CALCULAR, TANTD LA SUPERFICIE SO
EL VOULMEN DE LOS S0UD0S

INDICADORES DE LOGRO

Identifica y usa correctamente el operador X

Desarrolla la serie de terminos que resultan del operador sigma y halla la sumatoria
mediante la formula que se indica

Calcula el area bajo una curva usando la sumatoria de las areas rectangulares
iguales

Define y calcula la integral DEFINIDA de una funcion y la utiliza para calcular
areas de algunas superficies cuyas fronteras se dan

Incorpora a sus actividades las herramientas informaticas (MANE]O
TECNOLOGICO)

Interpreta y aplica las instrucciones y maneja efectivamente los principales
instrumentos y ayudas que ofrecen las tecnologias aplicables a su entorno

Realiza manejo preventivo y reparacion basica de las herramientas usadas en sus
procesos

Utiliza las herramientas en forma adecuada, procurando su seguridad personal

‘ unidad 6 calculo copia curvas.indd 187

Calculo 11 t 18‘-

L}

26/11/2012 06:26:19 p.m.



-1_

unidad 6 calculo copia curvas.indd 188

| <A

Con un Compaﬁcro lccmos y comentamos Cl COIltCIlidO SigUiCl’ltC:

Debido a la enorme importancia que en el mundo de hoy tiene el conocimiento de
herramientas tecnoldgicas que nos permitan ser mas eficientes en nuestro quehacer,
en esta guia volveremos sobre la C.L.G. MANEJO TECNOLOGICO que se define como
“la capacidad para identificar, seleccionar y utilizar en forma apropiada los
instrumentos y programas necesarios que nos permitan ser mas eficientes en
nuestro desempeno, tanto en nuestro quehacer escolar actual como en nuestra
vida laboral futura”. (Tomada de PROYECTO: “EDUCACION MEDIA, CON ENFASIS EN
EDUCACION PARA EL TRABAJO").

En esta ocasion aprenderemos a elaborar graficas de funciones reales usando la
aplicacion CABRI IT cuya licencia debe de estar en su instituciéon, aunque en Internet
existe una aplicacion similar, llamada REGLA Y COMPAS, y que es de uso libre en la
red.

De mucha utilidad es la combinacién de varias de las herramientas de CABRI para
dibujar la grafica de una funcién. El fundamento de la construcciéon de la grafica
hace referencia a la definicion de funcién y al conocimiento de su dominio, pues es
claro que a dicha variable sélo pueden asignarsele elementos de ese dominio, dado
que sin esta condicidn se visualizara un mensaje de error al intentar calcular el valor
de la funcion. Cabe recordar aqui que, en principio, las funciones se definen en el
conjunto de los nameros reales, pero debe indagarse si hay posibles casos de
division por cero y la existencia de raices pares o logaritmos de reales negativos. (Ver
guia 1 de la unidad 2).

Conocidos la definicion y el dominio de una funcion, el trazado de la grafica usando
CABRI, se reduce a pedirle a la maquina que dibuje el lugar geométrico de los
puntos que satisfacen cierta condicidn, implicita en la definicidn analitica (formula),
situacion que veremos mas adelante mediante algunos ejemplos.

En el campo laboral es innegable el uso, cada vez mas frecuente, de herramientas
tecnoldgicas que facilitan la realizacion eficiente de muchas tareas rutinarias, pero
necesitan de personal idoneo y capacitado para manejarlas. Tal es el caso, digamos,
de calculadoras, impresoras, despulpadoras, cosechadoras... y tantas otras, pues la
tecnologia actual suministra herramientas para todas las actividades.
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Leo e intento resolver las siguicntcs cuestiones que se rcquicrcn para encarar el

tema de esta guia. Si tengo dificultades, consulto en las fuentes adecuadas.

e Escribo las formulas para calcular el area del rectangulo, del triangulo y del
trapecio.

o SiY=F(x)=2X?>-X%+1, calculo F(1), F(-2), F(0)y F(a).

® Qué tecnologia puede usar para resolver las anteriores situaciones?

Leo, analizo e interiorizo los conceptos que se describen. Anoto en el cuaderno de
matematicas lo que aparece en el recuadro verde y si es preciso, copio

conscientemente los ejercicios que aparecen resueltos.

Una de las principales aplicaciones del calculo integral se relaciona con la bdsqueda
del area bajo una curva, problema ya encarado en la antigua Grecia por Arquimedes
mediante el método exhaustivo, que consiste en reducir dicha area a la sumatoria
del area de rectangulos de base cada vez mas estrecha, tendiendo a cero. Veremos,
pues, el manejo del operador sigma que permite expresar una sumatoria, para luego
desembocar en la integral definida.

El operador X . Si queremos indicar la suma de los diez primeros nmeros naturales,
escribimos 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10. Pero podemos expresar lo mismo usando un

10
simbolo mas compacto, llamado el OPERADOR SIGMA, asi Y J , que se lee “Suma de
los elementos J, variando J entre 1y 10. Jj=1

Calculo 11 o 18‘
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Otros ejemplos del operador de sumatoria son:

6
YJ2 =12 +22 +3%2 + 42 +52 + 62 =1+4+9+16+25+36
j=1

5
YU-12=03+1°+2+3>+43 =0+1+8+27+64
j=1

L 0 , 51 4 52 | 53
Y2 =2 +2°+2c+2°+..2" =1+2+4+8+...2"
j=0

S (1) *j =(=1)° * 0+ (—1)! * 1+ (~1)2 *2+...(-1)" *n =

j=0
0-1+2-3+...+(-1)" *n

El area bajo una curva: la medida del area de una region plana (o no) es un nimero
real; en el caso particular de una region triangular plana, por ejemplo, la medida
del area esta expresada por el semiproducto de las medidas de uno de los lados y
de la altura relativa al lado considerado; si es una region rectangular plana, la
medida del area se expresa como el producto de las medidas de dos lados consecutivos;
el de una region circular plana es el limite del area de una regién poligonal regular
de n lados inscrita o circunscrita a la circunferencia frontera, cuando el nimero de
lados tiende a infinito.

Consideremos una funcién Y=F(x), continua (que no se interrumpe) y positiva (que
esta por encima del eje x), cuya grafica es la curva AB que se muestra en la parte
superior de la figura:

- — Ty . :':
) ajl |b
‘ |
Y
R1 H? Ha ------- H'II
o d= X, Xy Mz Xi.. e e Xn1 Xa=D e

Notese que la frontera superior es, como ya se dijo, la curva de la funcién Y =F(x) ;
la frontera izquierda es la recta X = a; la frontera derecha es la recta X = b; la
frontera inferior es el eje horizontal cuya ecuacién es Y = 0.

Si el intervalo [a,b] se divide en n sub-intervalos congruentes cuyos extremos

respectivos son: d= Xg, X1, X2 ..... Xp_1,X, =b y de tal modo que

Xo <Xq<Xp;<X3....<X,_1<X,, se puede hallar una aproximacién al area,
sumando las areas de todos los rectangulos sombreados que se muestran en la
parte inferior de la grafica, o sea: Area =R, +R, +R3 +....+R,.

Ahora, area de Ry =(x, —xo) *F(xq)
Area de R2 =(X2 —Xl)*F(Xz)
Area de Ry = (x5 —x,)*F(x3)

Calculo 11 o 19‘
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Area de R, =(x, —x,_1)*F(x,). Si se suma ordenadamente, da:
Ri+Rs +R3 + .o Ry = (X1 — Xo)F (x1) + (x2 —x1)F (x2) + (x3 — x2)F (x3) + (x; —Xp_1)F (x,)
Como todos los intervalos son congruentes, se puede afirmar que:

X1 _XO :XZ—X]_ :X3 _X2 :...:Xn _XI’I—1,

y si la longitud es [ = b _a,
n

queda: Rl +R2 +R3 AP oococ Rn :l[F(X1)+F(X2)+F(X3)+...)F(Xn)].

n n
0 sea: ZRj :lZF(Xj).
j=1 j=1

b-a
n

crece el nimero n de intervalos tanto mayor es la aproximacion del area buscada,
lo que significa que el area entre a y b queda definida por:

) Lim o
Areaentreayb=n — o ljél":(xj),

Por ser [ = , cuando n crece, L es cada vez mas pequeno; ademas, cuanto mas

CONEXION CON LA INTEGRAL
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Como en el caso anterior, consideremos el area limitada por la funcidn Y=F(X), el
eje de las X, la recta X=a y X=b (La superficie de color azul de la figura anterior).
Sea CD una ordenada fijay MP una ordenada variable y U la medida del area
CMPD.

Cuando x toma un incremento pequefio A,, U toma un incremento Au, que
corresponde al area MNPQ. Completando los rectangulos MNRP y MNQS, se ve
que el area MNRP es menor que el area MNQP y ésta a su vez es menor que el area
MNQS, o sea: AreaMNRP < AreaMNQP < AreaMNQS.

Luego: A, *MP <A, <A, *NQ; y dividiendo por A,: MP < i—“ <NQ.
X
Ahora, hagamos tender Ay hacia cero; como MP queda fija y Q tiende hacia P,

es logico que NQ tendera hacia MP. En esas condiciones:

Lim _ Lim Ay co.
QP NQ = A0 A Y pasando al limite:

MP =d_u. Como MP es una ordenada (y=F(x)), resulta que du = F(x)dx, que

dx
es una ecuacion diferencial, que se resuelve por integracion. Por lo tanto, si se

integra a los dos lados, queda: [du = [F(x)dx ; cuya solucion es U = f(x) + C. Para
hallar C, observamos que cuando U =0, x = a, y sustituyendo en la solucién
general: 0 = f(x)+ C; luego C = - f(x) y en consecuencia, la solucidon se convierte
en: U=f(x)-f(a). Finalmente, si hacemos x = b(con b>a) se obtiene:

Area CMPD = f(b)-f(a). Esta diferencia se representa por: f:f' (x)dx, que se lee

“la integral desde a hasta b de f’(x) por diferencial dx. La operacién se llama
integracion entre limites; a es el limite inferior y b el limite superior. Como al
hacer los calculos la constante de integracién desaparece, la expresion anterior se
llama integral definida. En efecto:

[of ' (x)dx = [f(X)+C]§ ={f(b)+C}—{f(a) +C} =f(b) —f(a), que constituye el
teorema fundamental del calculo o regla de Barrow.

Como se ve, para resolver la integral definida se integra la funcién y sin tener en
cuenta la constante de integracion, pues se anula, se calcula el valor de la
funcion para el limite superior b, se halla el valor de la funcién para el limite
inferior a, y finalmente se establece su diferencia.

Calculo 11 o 19‘
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la base y la altura, respectivamente. Luego Area = 4 * 3 = 12 unidades cuadradas,

4
Ejemplo1: hallar f1X2dX resultado igual al obtenido antes.
e T2y o X3 ¢ B 43 13 64 1 _5 2. En la figura que sigue, hallar el area de color azul que esta limitada por la
Solucion: [} X°dx =} ——| =|—-|-||=—--2=2] funcion Y=2X, X=0, X=3, Y=0
1

Ejemplo 2: hallar [yCosXdx
Solucion: JCosXdx = [SenX ]} = (Senz —Sen0)=0-0=0

|7 CosXdx = [Senx]§ = Senz —Sen0)=0-0=0

Como aplicacién al calculo de area usando la integral definida, se proponen algunos
problemas que pueden ser comprobados utilizando formulas de la geometria.

1. En la siguiente figura, calcular el area limitada por la funcion Y =3, X = 2,
X=6 y el eje de las equis (Y = 0).

Solucion: Area = [’2Xdx = [XZ]Z = (3%)—(0%) =9 -0 =9 unidades cuadradas.

=2 ~

Comprobacion geométrica:
En el tridangulo, si X = 3 entonces Y = 6. Luego la base y la altura del triangulo miden
3y 6 unidades, respectivamente. Y para el triangulo:

Solucion: se trata de calcular el area de color verde. ) base * altura 3*6 . ) .

) Area = = =9 unidades cuadradas, resultado igual al anterior.

Area = [$3dx =[3X]5 = (3*6) - (3*2) =18 — 6 = 12 unidades? 2

Comprobacién geométrica: 3. En la figura siguiente hallar el area de color azul.

Se trata de hallar el area de un rectangulo que tiene 4 y 3 unidades de longitud en

,nidadG * 194 Calculo 11 o 19‘
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¥ 7l

Solucion: el area esta limitada por la funcion Y=8-X, X=3, X=7, Y = 0. Luego:
; x2 ) 7° 32 ) 63 39
Area=j;(8—X)dx= 8 ——| =18*7T—— |-|[8*3—-— |=——-——=12U°

2 3 2 2 2 2
Comprobaciéon geométrica:

La superficie azul corresponde a un trapecio cuyas bases miden 5 y 1 unidades,
respectivamente, y cuya altura es de 4 unidades. Por tanto:

(Basel + Base2) * altura  (5+1)* 4

2
por el método de la integral definida.

Area = =12 unidades cuadradas, igual que

Propiedades de la integral definida
1. [2f' (x)dx =0
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2. [[f (0)dx =~Jif (x)
3. j;’Cf'(x)dx =Cj:f'(x), siendo C una constante.

4 [PIF (x)x £g' (x)]dx = [P f'(x)dx £ [° g' (x)dx

5. jabf'(x)dx + [, f'(x)dx = [ f'(x)dx, siendoa<b<c

Desarrollado el tema de calculo planteado en la guia, hagamos uso de una herramienta
tecnoldgica para construir graficas como las que se vieron en el desarrollo del paso
B. Usaremos la aplicacién CABRI II.

Con un companero, vayan a la sala de computadores y ejecuten, paso a paso y

comprensivamente, lo siguiente:

Entramos a CABRI; con Mostrar ejes de la herramienta Dibujo (botén 11) visualizamos
el plano cartesiano. Para hallar algdn punto que cumpla la condicién impuesta en
la definicion se usan Punto sobre objeto de la herramienta Puntos (boton 2), se
dibuja un punto A sobre el eje X, de modo que su abscisa X le pertenezca al dominio
de la funcion; mediante la opcion Ecuacion y coordenadas de la herramienta Medir
(botén 9) visualizamos las coordenadas de A. Para calcular el valor Y de la funcidn
es suficiente activar Calcular de la herramienta Medir (boton 9) e ir introduciendo
en la calculadora las cantidades y los operadores correspondientes, teniendo el
cuidado de asignarle a la variable X la abscisa del punto A, sefialandola con el
puntero. El resultado se obtiene pulsando “ = “ Con clic sostenido se arrastra ese
resultado a cualquier parte de la pantalla. Ahora, se localiza en el plano cartesiano
un punto P cuya abscisa sea la misma de A y que tenga por ordenada el valor Y de
la funcidn (el que acabamos de calcular). Para ubicar con precision el valor de Y se
activa la opcion Transferencia de medidas de la herramienta Construir (botén 5),
apuntamos al resultado (valor de Y) y luego sefialamos el eje vertical desde el
origen: se visualiza un punto sobre ese eje. Se trazan entonces una perpendicular
al eje Y por ese punto y otra perpendicular al eje X por el punto A, se dibuja la
interseccion P de las dos perpendiculares. (P es un punto que satisface el lugar
geométrico especificado en la definicion). Se puede comprobar que si con el puntero
se desplaza el punto A sobre el eje X, el punto P describe cierta trayectoria en el
plano. Para visualizar esa trayectoria (la grafica de la funcién) es suficiente activar
la opcion Lugar geométrico de la herramienta Construir (boton 5), apuntar primero
a Py luego al punto A.

Ejemplo 1: dibujar la grafica de la funcidn lineal Y = 2X - 3

Calculo 11 o 19‘
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a) Empezamos con Mostrar ejes de la herramienta dibujo. Con los botones de
desplazamiento centramos el sistema de coordenadas (por comodidad).

b) Con Comentarios de la herramienta Ver (botén 10) se escribe la formula que
define la funcidn: Y=2X-3 (se hace como ayuda al emplear la calculadora, pero
podria no escribirse).

c) Como el dominio son los reales, con Punto de la herramienta Puntos se crea un
punto A sobre el eje X y con Ecuacion y coordenadas de la herramienta Medir,
se buscan las coordenadas del punto A.

d) Con Calcular de la herramienta Medir se introduce en la calculadora la expresion

2* (se sefnala la abscisa de A) - 3. Al pulsar “=" aparece el valor de “Y”,
resultado que se debe arrastrar hasta una zona libre del area de trabajo.

e) Con Transferencia de medidas de la herramienta Construir, se pasa el resultado
anterior al eje “Y”, desde el origen y acorde con el signo, visualizandose un
segmento que va desde el punto (0, 0) hasta el punto que dibujé la maquina.

f) Por el punto antes nombrado se traza una perpendicular al eje Y, por el punto
A una perpendicular al eje X y en la interseccion de esas perpendiculares se
dibuja el punto P, que es quien va a generar el lugar geométrico cuando se
desplaza A sobre el eje horizontal, como puede comprobarse pulsando en la
opcion Puntero de la herramienta Punteros (botén 1) y con clic sostenido se
arrastra el punto A sobre el eje horizontal.

g) Con Lugar geométrico de la herramienta Construir, se apunta primero a Py
luego a A (el lugar geométrico generado por P cuando se desplaza A) para que
aparezca la grafica de la funcidn lineal, como se ve en la figura.
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Si se desea, se pueden ocultar las rectas perpendiculares mediante la opcion Ocultar/
Mostrar de la herramienta Dibujo ( boton 11) para mejorar el aspecto de la grafica.
También se puede pulir la grafica si con la opcion Puntero de la herramienta
Punteros se selecciona (enmarcandola en un rectangulo) la parte de la grafica que
se requiera y con Copiar de la opcion Edicion de la barra de mends se lleva la figura
a un graficador como PAINT, usando Pegar de la opcion Edicion de la barra de
mends. Ahora puede arreglar la grafica de acuerdo con sus preferencias.

Ejemplo 2: construir la grafica de Y = Sen(x).

En la calculadora de CABRI estan predefinidos algunos operadores como el acento
circunflejo “ * “, que se usa para indicar potenciacién y que se puede obtener desde
el teclado numérico activando Num Lock y sosteniendo Alt mientras se digita el
cddigo ascii 94; también estan disponibles los signos de operacién +, -, *, /; los
paréntesis ( ); igualmente hay algunas funciones especiales como seno, coseno,
tangente y sus inversas que se obtienen usando Inv; raiz cuadrada (sqrt), logaritmo
natural (ln), logaritmo decimal (log), valor absoluto (abs) y la constante Pi. Con
“ =", que aparece en dos partes, se obtiene el resultado final, el cual, con clic
sostenido, puede arrastrarse a cualquier lugar del area de trabajo. Para dibujar la
grafica de la funcidn Y=Sen(x) el proceso es exactamente igual al del ejemplo 1y
por tanto se omiten los nombres de las herramientas en las que se encuentra cada

opcion:
a) Con Mostrar ejes se visualizan y se centran.

b) Con Comentarios se escribe Y=Sen(x) (recuérdese que el objetivo es guiarnos
para realizar las operaciones con la calculadora de CABRI).

c) Como el dominio son los reales, sobre el eje x se dibuja un punto A y se leen sus
coordenadas usando Ecuacion y coordenadas.

d) Con Calcular se abre la calculadora y se sefialan con el puntero Sin, la abscisa
de Ay después en “ ) “ para cerrar el paréntesis. Se pulsa “ =“; se arrastra el
resultado a una zona libre del area de trabajo.

e) Con Transferencia de medidas se pulsa sobre el resultado anterior y sobre el eje
Y, desde el cero. Luego se construye una Perpendicular al eje Y por el extremo
del resultado anterior y otra Perpendicular al eje X que pase por Ay se dibuja
un punto P en su interseccion.

f) Con Lugar geométrico se sefialan, primero P y luego A para que la grafica se
visualice de modo similar a la que se ve en la figura:
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Para afianzar los conocimientos, con un compafiero resolvemos los siguientes

ejercicios.

Dadas las siguientes sumatorias, calcular los 10 primeros elementos en cada caso y
luego comprobar la validez de la formula usando valores particulares de n:

iZj =n(n+1)

1. i
n 0
2. Y (2j —1)=n?
j=1
2 2
3 ij3=n(n+1)
j=1 4
no ., nin+1)2n+1
P NGRS VGRS
j=1 6
no. nh+1
5, §j="0*D
j=1 2
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Verificar las siguientes integrales:

1. Px%x =20

2. [R+x)x=6
8
3 ﬁ@—nmx=§
4o PB-2x+x¥dx =9

5. Fit-x?x =7

dx
6. Ji—=1
X

3 2tdt
21 4¢2

T

8. joz Cosxdx =1

=Iln2

.

9. [," Sec“xdx =§

z Cosx
10. J.é Senx dx = 1_\/5

Por integracidon, hallar el area de la superficie limitada por la funcién dada, las
rectas dadas y el eje de las x. En cada caso elaborar una grafica usando CABRI si es

posible.

(4 unidades cuadradas).

(26/3).

3. ¥ =4x —x2; Las rectas pasan por los puntos de corte de la curva con el eje

de las x. (32/3unidades cuadradas).

by =x2+x+1; x=0; x=2; (10 unidades cuadradas).
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1
5. Yy =2X+—; x=1;x=4; (15,75 unidades cuadradas).
X

Usando CABRI, elaboro las graficas de las siguientes funciones.

1.Y = X3 - 4X*2 + 3X +1 (equivalea Y = X3 —4X?+3X +1)

2. Y=Log(x)
3. Y= M (observen que X no puede tomar el valor 0)

4. Y = Abs(x)

5. Y =Tan (x)

Como aplicacion al tema desarrollado, con un compaiero resolvemos las siguientes
situaciones, discutimos el resultado con los de otros compafieros hasta ponernos de

acuerdo y al final compartimos con el profesor para corregir posibles falencias.

1. Supongamos que en el proyecto de la LINEA, el tanel piloto, que serd de una
longitud de 8580 metros, debera tener un diametro de 4.5 metros como maximo
y una altura de 5 metros a lo sumo (datos tomados de “EL TIEMPQO”, en su
edicion del 30 de julio de 2005). En la figura siguiente, y a la izquierda, se
visualizan un esquema del tdnel y una panoramica de la forma como se vera la
boca de entrada una vez concluida la obra.

Un modelo matematico que describe aproximadamente la boca del tinel con las
especificaciones preestablecidas, es la parabola cuya ecuacion es:

(X —2.25)% = —(Y —5), como se ilustra a la derecha de la gréfica.
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De acuerdo con lo expuesto, hallar el area de la boca del tinel usando el calculo
integral. (14.9 metros cuadrados, aproximadamente).

2. ;Qué tipo de herramientas tecnoldgicas utilizan los ingenieros para los calculos

y disefios de obras de esta envergadura?
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“c

CALCULO DE AREAS PLANAS MAS COMPLEJAS Y DEL

VOLUMEN DE SOLIDOS DE REVOLUCION POR INTECRACION

El Airbus, gigante de los
cielns, tendrd capacidad
para 535 pasajeros on su
varsién estandar y hasta
800 con todos los asientos
on clase frista.

Tendra dos pisos a todo 1o
largo, cada uno con dos
Y pasillos, que s& coneclaran
entre -3l por dos grandes
ascalaras. /Jlncraible
verdad?

Las matermaticas, y especialmente el Calculo infinitesimal, han hechao
posible esta maravilla tecnoldgica. cuyo vuelo de ansayo sa efectud en
abnl de 2005.

INDICADORES DE LOGRO

* Interpreta correctamente los problemas sobre areas y dibuja aproximadamente
las fronteras: superior, inferior y laterales

Identifica el elemento diferencial y calcula el area mediante la integral definida
Reconoce la curva cuya rotacion sobre el eje x genera un solido de revolucion y
lo dibuja aproximadamente

Establece el elemento diferencial adecuado y calcula el volumen usando la integral
definida

Identifica la diferencia entre trabajo en grupo y trabajo en equipo. (TRABAJO
EN EQUIPO)

Demuestra una actitud abierta, propositiva y proactiva frente al trabajo en grupo.
Comparte la informacion y la experiencia con los demas

Concierta con el grupo los objetivos y métodos de trabajo

Asume roles, responsabilidades y compromisos acordes a sus capacidades y las
necesidades del grupo

Evaltia colectivamente, de manera critica y reflexiva los resultados alcanzados por
el grupo .

Coopera con los otros, para lograr los resultados esperados por el grupo
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Con los compaieros del subgrupo leemos y analizamos el siguiente contenido:

En esta guia se retoma la competencia laboral general Trabajo en Equipo, cuya
importancia es innegable porque en la actualidad, y en gran parte a causa de la
globalizacion, la necesidad de reducir costos llevo a las organizaciones a pensar en
equipos multidisciplinarios como una forma de trabajo habitual.

Alcanzar y mantener el éxito en las organizaciones modernas requiere talentos
practicamente imposibles de encontrar en un solo individuo.

Las nuevas estructuras de las organizaciones, con menos niveles jerarquicos, requieren
una interaccion mayor entre las personas, que solo puede lograrse con una actitud
cooperativa y no individualista.

Pero la necesidad de trabajar en equipo no es tan nueva: en el tiempo de las
cavernas, los hombres trabajaban en equipo, segin los antropélogos. Quien tenia
buenos ojos era el vigia que esperaba descubrir a la presa. Quien tenia buena
punteria él era el que manejaba el arma. Quien era buen corredor era el que
perseguia al animal herido; otro lo cargaba; otro lo destazaba. En fin, cada uno
aportaba de acuerdo con su propia habilidad. Y todos, por igual, compartian los
resultados: comerse al animal cazado.

En un equipo asi es precisamente como las cosas funcionan. El lider conoce la
habilidad diferencial de cada uno, e impulsa esa habilidad. Esa diversidad (no
homogeneidad) es lo que hace grande y fuerte al equipo.

Recordemos, como ya se expres6 en guia anterior, “Trabajo en Equipo” no significa
solamente “trabajar juntos”. Trabajo en Equipo es una forma de pensar diferente, es
un camino ganador que las organizaciones han descubierto en los Gltimos afios para
hacer que cada integrante se comprometa realmente con los objetivos de esa
organizacion. Un buen ejemplo es un conjunto musical, en el cual, lo que realmente
importa, es que los masicos sepan tocar juntos.

Los equipos deben aprender a explotar el potencial de muchas mentes para ser mas
inteligentes que una mente sola. Tal sentimiento puede formularse con una frase
como: ‘Ninguno de nosotros es mas inteligente que todos nosotros’. Y el espiritu del
equipo al enfrentar cada cuestion o desafio es: “Todos nosotros contra el problema,
y no los unos contra los otros’, como afirma Abel Cortese, especialista en inteligencia
emocional.
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Procuro desarrollar las siguientes cuestiones, requeridas para encarar el tema de

esta guia. Si tengo dificultades, consulto en las fuentes adecuadas.

;Cuales son las graficas de Y=0, X=3 y X=-2?

* SiY=F(x), ;como podemos hacer una aproximacion de su grafica?

-2
* Resuelva |[3x2dx
1

e ;Cuales son las formulas de la geometria que permiten calcular el area de un
circulo y el volumen de un cilindro?

* Dibuje las graficas correspondientes a las funciones y =x2+1y y=-x2+3.
Resalte la superficie limitada por las dos curvas. ;En cuales puntos se intersectan
las dos graficas?

* En un dialogo entre los compafieros de subgrupo y de acuerdo al conocimiento
que tenemos de ellos, elaboramos una lista para cada uno, que contenga las
actitudes, aptitudes y destrezas que puedan ser tenidas en cuenta para desarrollar
la siguiente guia, trabajando en equipo.

Con los companeros del subgrupo leemos, analizamos y anotamos en los cuadernos
de matematicas lo que aparece en el recuadro verde y si lo requerimos volvemos a

desarrollar los ejemplos que aparecen resueltos, con la finalidad de afianzar conceptos.

Como se vio en la guia anterior, el area bajo una curva puede descomponerse en
rectangulos cuya base se va estrechando. En el paso al limite, cuando el incremento
de x tienda a cero, los rectangulos tendran base dx y altura F(x). Por lo tanto el
area podra calcularse mediante la integral definida.
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Los pasos que deben tenerse en cuenta para plantear la integral definida que
proporciona el valor del area son:

1.Trazar un diagrama en el que figuren: (a) el area a determinar, (b) una franja
representativa y (c) el rectangulo genérico. Para ello tomaremos la base
como dx (6 dy) y la altura como Y (6 como X).

2.Hallar el area del rectangulo genérico, aplicando la conocida formula: base
por altura.

3.Se resuelve la integral planteada.

Ejemplo1: hallar el area limitada por ¥ = X2 —7X +6, el eje X y las rectas
X=2y X=6.

Solucion: de acuerdo con el paso 1, en la figura siguiente se ven la grafica de la
funcion (la curva de color rojo), las rectas X = 2 y X = 6, una franja representativa
(ABCE) y el rectangulo genérico (ABCD) que tiene por altura Y (la funcién) y por
base la diferencial de X (dx).

Para el paso 2, se halla el 4rea del rectangulo genérico: Area del rectangulo
ABCD = -Ydx (base por altura). Notese que Y es negativa porque esta por debajo
del eje horizontal.

xXzh
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4 6 2 X3 7X2 °
En el paso 3: Area =[] — (X“ —7X +6)dx = _T+7_6X . Luego:

2

- 6> 7(6%) 23 7(2%)
Area = |- —+ —6*6|—-|-—+—~-6*2 .
|: 3 > 3 > . 0 sea:

Area = (=72 + 126 — 36) — (—% +14-12) = 5—36 unidades cuadradas.

Ejemplo 2: hallar el area comprendida entre ¥ = X3 —6X2 +8X y el eje X.

Solucion: de manera similar, se siguen los pasos indicados antes, con la diferencia
de que en el problema no se dan las fronteras laterales. Pero al trazar la grafica de
la funcién se ve que es preciso calcular los puntos de corte de la curva con el eje
horizontal, lo que se logra haciendo Y = 0. Al resolver la ecuacidn resultan los

valores requeridos, asi: 0=X>-6X2+8X = X(X -2)(X-4)=0=>X=0,X=2X=4
, que son las fronteras laterales. En la grafica siguiente se ven esos elementos,
incluso las franjas y los rectangulos correspondientes:

o
|
|
Y =X 627+ 8%

Calculo 11 o 2(!
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Como hay dos superficies, una por encima y otra por debajo del eje x, se deben
considerar los dos rectangulos genéricos cuyas areas son Ydx y -Ydx, respectivamente.
Y estableciendo las dos integrales, resulta:

Area = [2(x3 —6x? +8x)dx + [;— (x* —6x? + 8x)dx, 0 sea:

. X4
Area = 7—2)(3 + 4x°

0

2 4
:| +[—X—+2x3 — 4x?
4

4
] . Luego:

2

Area = (4 — 16 + 16) + [(—64 + 128 — 64) — (=4 + 16 — 16]

Area = 4 + 4 = 8 unidades cuadradas.

Ejemplo 3: hallar el area comprendida entre la pardbola X =8+2Y —Y?, el eje Yy

las rectas Y=-1y Y=3.

Solucion: se trata de una parabola de eje horizontal y cuyas ramas se abren a la
izquierda, razén por la cual es mas comodo tomar la franja representativa ABCDE'y
el rectangulo genérico ABDE en posicion horizontal de manera que la altura del
rectangulo es X y su base es dy, como se ve en la figura que hay mas abajo. Por

tanto:

Area = > Xdy = [>,(8 +2Y —Y?)dx :{

3

3
8y +v? —Y—} .Luego:
31,

) 1. 92 .
Area =24 +9-9—(-8+1 +§) =3 unidades cuadradas.
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Ejemplo 4: hallar el area comprendida entre ¥ =6X — X2 y ¥ = X2 —2X, cuya grafica

es:

P
Y=GE{mp=n - 2X

AC=h=F (x}G(x)

Solucion: se trata de una superficie 0OAMKDC, limitada por dos curvas: la de color

rojo que corresponde a la funciéon F(x)=Y =6X —X2 ylaazula G(x)=Y =X%2-2

Para obtener las fronteras laterales, es preciso resolver el sistema simultaneo

conformado por las dos ecuaciones, asi:

(1) Y =6X-X?
(2) Y =X2-2X
6X —X2=X?-2X=2X?-8X=0=2X(X—4)=0=X=0vX =4 queson las

fronteras laterales.

La franja representativa es la AMDC y el rectangulo genérico es ABLC que tiene por
base dx y por altura h = AC =JC - JA. Pero JC es la misma F(x) y JA es igual a G(x),
como se ve en la figura. Por tanto, h = F(x) - G(x). Luego:
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o3 4 generar cilindros de altura muy pequefia, algo asi como “rebanadas”, y al hacer la
Area = jg*hdx :JS(GX —X3) = (X? —2X)dx = Jg(gx —2X%)dx = |:4X2——:| sumatoria de los volimenes de todas esas rebanadas, cuando su ndmero tiende al
3 1, infinito, da como resultado el volumen V del sélido. La siguiente figura ilustra el
; razonamiento:
Areq = 4(42)_2(L) - 64 _g — % unidades cuadradas.
v

Calculo del volimen de solidos de revolucion

* AN
F=a i \
| |
A | B Al h=1 P x
i i .Ir
: }

La grafica de la funcién y = F(x), en el intervalo [a,b] se descompone en rectangulos
como el ABCD que al rotar alrededor del eje x genera un cilindro que tiene por altura
Un sélido de revolucién se origina por la rotacion de un area plana alrededor de un
eje de revolucion. Por ejemplo, si ABCD es un rectangulo cuya base es L y cuya altura
es a (grafica de la izquierda). Si se hace rotar dicho rectangulo sobre uno de sus

dx y por radio de la base a F(x). EL volumen de ese cilindro genérico es = zy?dx.
Y de acuerdo con lo dicho antes, el volumen V del sélido es:

lados en angulo de 360° alrededor de un eje (el eje x en este caso), se genera un V= Lim iﬂ.(f(xj))zdxj sl = jf;z(/-'(x))zdx,
solido de revolucion llamado cilindro, que tiene como radio de la base un lado del e i
rectangulo y por altura el otro lado. (Grafica de la derecha). Como aplicacién, calcular el volumen del sélido generado por F(x) =Y = 2 en el

. - ) , intervalo [1,6], como se muestra en la figura:
Si se desea calcular el volumen V del cilindro, se usa la formula: Area de la base del

cilindro multiplicada por su altura h. Y como la base es un circulo de radio r,
entonces V = zrh, que es la conocida expresion de la geometria.

Calculo del volimen mediante la integracion

En la guia 4 de esta misma unidad se vio que el area bajo una curva se puede -—
descomponer en franjas rectangulares de ancho muy pequefio, tendiendo a 0 y que
por sumatoria de las areas de todos esos rectangulos se llegaba a encontrar el valor
- del area bajo la curva, cuando el nidmero de rectangulos tiende al infinito. Con un
’..,1 razqnamiento similar, se puede pensar en que los rectangulos de ancho muy pequefio _ l‘ﬁ
(tendiendo a o) se hacen girar alrededor de un eje en un angulo de 360° para - <=

s F;?i6 ° 212 Célculo 11 ~\21‘ - =
o _ate
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Solucion: aqui, el rectangulo genérico (el de color verde) tiene por dimensiones
dx y 2, y su rotacion origina un pequefio cilindro cuyo volumen es 7Z'y2. Por tanto:
V = [Pry’dx = [[7(2)%dx = [P4mdx = [4mx ]} = 47(6) — 47(1) = 207 unidades cibicas,
como se puede comprobar aplicando la féormula para calcular el volumen de un

cilindro de altura 5 y radio de la base igual a 2, asi: V = zr’h = z(4)(5) = 20x
unidades clbicas, igual al resultado anterior.

X
Otro ejemplo: hallar el volumen generado por la rotacion de la recta y = —

2

cuando gira alrededor del eje x en el intervalo [0,6], como se ve en la gréfica:

¥

|
|
Solucion: en este caso el rectangulo genérico (el de color verde) tiene por dimensiones

X . . . ~ .rs X i
dx y 5 y su rotaciéon origina un pequefio cilindro cuyo volumen es ﬂ'(;] . Por

2 37°

tanto: V = [ 2 Ndax=|Z| . Luego:
4 12 |
3

V= 7(6) _ 216z

P - =187 unidades clbicas, como se puede comprobar aplicando la

formula para hallar el volumen de un cono de altura 6 y radio de la base igual a 3,

2 2 %
o V:ﬁ;h:ﬂ(3)3 6 _ 54w

=18x unidades cidbicas, igual al resultado anterior.

,nidadG * 214

26/11/2012 06:26:31 p.m. ‘

unidad 6 calculo copia curvas.indd 215

Otro ejemplo: hallar el volumen generado por la rotacidon sobre el eje x de la
funcién Y = ++/2X en el intervalo [0,5], como se ve en la grafica:

¥
] .«"?’1‘;
‘ Y=2X i
= / \\
T \
.-'.-._.": h_ .I|II I'
Vi bk
| o ||
& U
l | / | /
Xy \\/
X=0 —
X=5

Solucion: el rectangulo genérico (el de color verde) al girar alrededor del eje x
engendra un cilindro que tiene por altura dx, por radio de la base ay, con un

volumen de 7Z'_y2. Por tanto, el volumen V del solido esta dado por:

V = oryldx = [J2mxdx = [EXZ]Z = 25z unidades cabicas.

Concluida la revision de los ejercicios habran notado que algunos de los integrantes
del subgrupo son mas habiles en estos menesteres. Si trabajamos en equipo, podemos
imaginar que cada uno de los integrantes somos eslabones de una cadena en donde,
por lo general, alguno de nosotros, como minimo, resulta menos fuerte que los otros,
pero con la colaboracién de todos es probable que se haya evitado la ruptura de la
cadena y en consecuencia todos alcanzamos las metas, pues trabajando en equipo “el
todo es mayor que la suma de las partes”, aunque se viole un conocido principio de
las matematicas. Asi, pues, para trabajar el siguiente paso de la guia, tengamos en
cuenta los resultados del trabajo hecho en A, en relacién con los compaiieros.
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Con el fin de afianzar conceptos y adquirir agilidad para graficar funciones, identificar
elementos y manejar la integral definida para el calculo de areas y volimenes,

desarrollamos en equipo los siguientes planteamientos:

De acuerdo con los datos, graficamos los elementos que se dan (las fronteras) en
cada problema e identificamos el area del rectangulo genérico. Luego, calculamos
por integracion el area y si es posible comprobamos el resultado (que esta dado en
unidades cuadradas) mediante formulas de la geometria:

1. LarectaY=2X, elejeXylarectaX=4 (16)

2. Larecta X+Y=10, el eje de las X y las rectas X=1 y X=8. (38,5)

3. Y =X2,elejeX y las rectas X=2, X=4; (56/3)
4 Y=9-X2, Y=0, X=0, X=3; (18)
5. Y =X3 +3X2 +2X, Y=0, X=-3, X=3; (54)

Acorde con los datos, graficamos los elementos que se dan, visualizamos el sélido
de revolucidn, identificamos el cilindro genérico y su volumen (que esta dado en
unidades cibicas); luego calculamos el volumen del sélido mediante la técnica de
la integracion.

1. Y =2X?%, X = 0, X =2, rotacion sobre el eje x. (128Pi/5)
2. Y2 =X3,X=0, X=2; rotacion sobre el eje x. (4Pi)
3. 4X? +9Y? =36, rotacion sobre el eje x. (16Pi)
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Como aplicacion a los conocimientos que nos ha aportado el contenido de la guia,

desarrollamos en equipo el siguiente problema:

Supongamos que ustedes tienen una microempresa que distribuye implementos
deportivos y entre ellos balones de fatbol americano, que tienen la forma de la
figura de la izquierda de la grafica. Este sélido de revolucién se genera cuando la

regién plana correspondiente a Y=SenX rota sobre el eje x en el intervalo [0, 7],
como se muestra a la derecha de la imagen que se ve enseguida:

f V1

YaSend

Para efectos de determinar cual es la caja de embalaje mas econdmica, es preciso
conocer cual es el volumen de cada balén, aplicando calculo integral. (Pi*2/2
unidades cibicas).
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NOCIONES DE ESTADISTICA Y PROBABILIDAD

Adgmig do L Sertwza de L mueste, pocol-aspected de marta vida
edude 1y ifluencia 98l azar U sgrupamsnts inigradacibln de gefes
determing puestoy canstitucion Mshca: un paso en. falso fnadveriido
puedi [{pvmmos & hosstal, incapaces de centmlat el agar, tratamos
et putuar L probidntidad de quedcoma yrscess en' particular,

Lore puegad de a2al avaromna matem ey fons T.-..ltagi'tﬂ ylardanoa
presentar, sagrced anhlisis sobee problemay de juegos pere fusimon
Pascal vy Fermat,  quienes sentargn lan bases de la teords de
prabiEbibidasies

LOGROS

Revisa y afianza los conceptos relativos a la teoria de conjuntos con las operaciones
entre ellos

Maneja los conceptos basicos de la teoria combinatoria y los aplica correctamente
para resolver ciertos problemas cotidianos

Recuerda las nociones fundamentales de la estadistica para interpretar los conjuntos
de datos que suministran los medios de comunicacion

Define y aplica adecuadamente los conceptos basicos de la teoria de prpbabilidad
Usa adecuadan/iente la informacion para enfrentar situaciones. GESTION DE LA
INFORMACION

Evalta y compara sus procesos con otros similares, para innovar y mejorar.
REFERENCIACION COMPETITIVA

Resuelve problemas en forma acertada y oportuna. SOLUCION DE PROBLEMAS

Analiza, elige y pone en marcha alternativas de solucion. TOMA DE DECISIONES
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INDICADORES DE LOGRO

Descrlbe correctamente Con]untos pOI' extensmn y pOI' comprensmn

George Cantor, nacido en Rusia en
1845 y muertc en Alemania en
1918, entre 1872 vy 1898 crea la
tearia de conjunlos gque parmite
reconstruir praclicamente toda la
matemalica.

En laactualidad, los conjuntes han
permitido crear &l algebra booleana
que son la matematica del 1y el 0,
¥ tan en boga hoy, loda vez que
conslituyen el lenguaje de los
computadores.

* Diferencia entre elemento, subconjunto y conjunto y maneja las relaciones entre

ellos

* Define y realiza las operaciones: union, interseccion, diferencia, diferencia simetrica

y complemento

* Establece y maneja las propiedades del algebra de conjuntos

* Demuestra interés por actualizar su informacion de manera constante. GESTION

DE LA INFORMACION

* Identifica la informacion requerida para ampliar su conocimiento de una situacion

o problema

* Ubica las distintas fuentes de informacion disponibles
* Recoge organizadamente la informacion

* Analiza la informacion recolectada

* Utiliza la informacion para tomar decisiones y emprender acciones

* Reconoce la informacion resultante de la experiencia de otros

* Organiza y archiva la informacion recolectada
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En esta unidad revisaremos nuestros conocimientos sobre conjuntos con la finalidad
de utilizarlos en el estudio elemental de la teoria combinatoria y para introducirnos
en el tema de las probabilidades.

Para determinar mi conocimiento sobre los conjuntos, resuelvo lo siguiente; si tengo
dificultades, consulto las fuentes disponibles y comparto mis respuestas con los
compafieros del subgrupo para ponernos de acuerdo y poder afrontar con ¢exito el

contenido de la gul'a.

1. ;Qué es un conjunto?

2. ¢De qué maneras se puede describir un conjunto?

3. ¢Qué es el conjunto vacio?

4. ¢Qué es el conjunto universal?

5. ¢Qué elementos conforman la unién de dos conjuntos?

6. ;Cuales elementos integran la interseccién de dos conjuntos?

Con un compaiero, leemos y analizamos los siguientes conceptos, resolvemos las
situaciones y preguntas que se nos plantean y si lo consideramos necesario, dibujamos

los diagramas que nos sirvan para comprender los conceptos.

Los conjuntos estan relacionados con el proceso de contar; los conceptos geométricos
y aritméticos pueden ser formulados de manera clara y concisa a través de los
conjuntos; facilitan el desarrollo de los conceptos mas abstractos de las matematicas,
como el algebra lineal, el algebra moderna, etc.
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Las ideas de conjunto y elemento son primitivas y no se definen, aunque podemos
describirlas de modo intuitivo. Un CONJUNTO lo entendemos como una coleccidn
de objetos distinguibles y bien definidos. Los objetos (nameros, letras, puntos,
etc.), que constituyen un conjunto son los miembros o elementos del conjunto.

Los conjuntos se simbolizan con letras maydsculas A, B, C... y los elementos con
mindsculas a, b, c...., nameros, etc.

Ejemplos:

1. A={1, 3,5, 7} (que se lee “el conjunto A integrado por 1, 3, 5, 7”) y significa
que el conjunto A se compone de los cuatro primeros nameros naturales impares.

2. B ={a, b, c} quiere decir que los elementos del conjunto B son las tres primeras
letras del alfabeto.

3. C={x/ x es unavocal} (que se lee “el conjunto C integrado por los elementos
x tales que x es una vocal), esta compuesto por {a, e, i, o, u}.

4. D={y/yesunnimero natural par} esta compuesto por {2, 4, 6, 8,...2n}.
En los ejemplos anteriores:

a) Para indicar que un determinado objeto es miembro o elemento del conjunto
dado, se emplea el simbolo “ “ llamado de pertenencia. Asi en 1. podemos
escribir 5 A (que se lee 5 le pertenece a A 6 5 es elemento de A); también,
a B,u C 12 D.

El simbolo “ “ se lee “no pertenece” 6 “no es elemento de”. Por ejemplo, 13 A,
3D (13 no pertenece a A, 3 no es elemento de D).

b) En los ejemplos 1. y 2. no surgen dudas de si un miembro pertenece o no
a cada conjunto. Son conjuntos bien definidos en el sentido de que podemos
afirmar de modo inequivoco si un objeto dado es o no elemento de los
conjuntos considerados, porque se ha dado la lista explicita de los elementos
de los conjuntos, y diremos entonces que A y B estan determinados por
extension. En los casos 3. y 4. se ha establecido una regla que permite
decidir si un objeto es miembro o no de los conjuntos, y decimos que Cy D
se han determinado por comprension.

Calculo 11 o 22‘
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c) Los conjuntos A, B y C son finitos, porque el proceso de contar sus elementos
termina; en cambio D es un conjunto infinito, porque el conteo de sus
elementos no termina.

Dados los conjuntos A = {x eR/X>+2x? —5x—6= 0}
yB = {x eR/X+3)(x —3)=X? —9}, decidir sin son finitos o infinitos.

RELACIONES ENTRE CONJUNTOS

Subconjunto. Un conjunto B es subconjunto de un conjunto A, lo que se indica
por B C A (Se lee B esta contenido en B 6 A es subconjunto de B), si todo

elemento de B es también elemento de A, es decir, x € B = x € A (ver diagramas
de Venn en las figuras 1 y 2 mas adelante).

Ejemplos:

B ={6,9,12} A A={x/x es mdltiplo de 3} B c A

G = {x/x es un namero divisible por 3} A H = {x/x es un ndmero natural} - G c H
0 G es subconjunto de H. También se puede afirmar que H =G que se lee H contiene
a G 6 H es superconjunto de H.

D={a, m, p}AF={p, a, m}> D S F. En este caso los conjuntos tienen los mismos
elementos, se dice que D es subconjunto impropio de F.

Igualdad de conjuntos. Dos conjuntos A y B son iguales s6lo si todos los
elementos de A le pertenecen a By todos los elementos de B le pertenecen a A, 6
sea,

A=B &< AcBABCA

Ejemplo: si A = {x/x es una vocal de la palabra “murciélago”} y B = {a, e, i, o, u},
entonces A y B son conjuntos iguales.

CONJUNTOS ESPECIALES

Conjunto vacio. Es el que carece de elementos y se simboliza por { } 6 por¢. Por

ejemplo, el conjunto de los hombres mayores de 200 afos que viven actualmente.
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Conjunto universal. Cuando se habla o se piensa acerca de los conjuntos, es
conveniente saber que los miembros de un conjunto dado pertenecen a una
“poblacion” determinada, que es el conjunto universal o referencial. Por ejemplo,
en un momento dado, el universal o referencial puede ser 6 su colegio, 6 el nivel
10, 6 el grado undécimo. El universal se denota con U.

Conjunto de partes. Dado un conjunto A, el conjunto de partes de A es otro

conjunto cuyos elementos son todos los subconjuntos de A, y su nimero es 27,
siendo n el ndmero de elementos, o sea el cardinal del conjunto.

Ejemplo: si A={a, b, c}, entonces P(A)={{a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, ¢}, {a, b,
c}, { }}. (En teoria coordinatoria usaremos este concepto).

Obsérvese que el conjunto es subconjunto de si mismo y el conjunto vacio es
subconjunto de todos los conjuntos. Ademas, un conjunto cuyos elementos son
también conjuntos se llama UNA FAMILIA DE CONJUNTOS .

Conjunto unitario. Es el que sé6lo tiene un elemento. Ej: A={x/x es nimero primo
par}. En efecto, A = {2}.

Diagramas de VENN: Llamados también de EULER, son una manera esquematica de
representar los conjuntos y los conceptos relacionados con ellos. Se constituyen en
un auxiliar didactico muy valiosos para visualizar las relaciones de pertenencia,
inclusion y contiene a....Por lo general, el conjunto universal se representa mediante
un rectangulo y los subconjuntos mediante regiones cerradas del plano, elipses o
circulos, como se vera adelante.

Conjuntos disyuntos. Son aquellos que NO TIENEN elementos comunes (Figura 4).
Conjuntos secantes. Son aquellos que TIENEN elementos comunes (Figuras 1, 2 y 3).

Conjuntos comparables. Cuando uno de los conjuntos es subconjunto del otro (Figuras
ly2).
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Las definiciones anteriores se visualizan asi: Interseccion de conjuntos. La interseccion de dos conjuntos A y B, que se indica
— . ~ - por A(B, esta conformada por los elementos comunes a los dos conjuntos, o sea:
/A H-\\ A" R isuali i iqui
/ £ s / Y r’f \ = x ANB={x/xeAAxeB , como se visualiza en la figura siguiente, en donde ANB
| \ o '| - \ // corresponde a la porcidn de color verde; para los conjuntos disyuntos, la interseccion
| . ""1 . .
\ ,-J Lg\ B £ N I (f 1 ,.'l es el conjunto vacio ( @).
) / / 1\5 / N 1\‘ =~
H""'\-\_\_ 3 \\\_\_ o H‘\-\__,_,-""-- S

Fi’l,’:i]_'r;'w. ! ;;m; 2 FIGLIHA 3 FIGLEFLA 4
Dados los conjuntos: -

ANB ||!II il B
A={x es una letra de la palabra “acto”}; B={x es una letra de la palabra “acato”}; Al1B INTERSECCION DE CONJUNTOS
C={x es una letra de la palabra “taco”}; D=}x es una letra de la palabra “cota”}, INTERSEcclﬂM DE CONJUNTOS SECANTEE. DISYUNTOS
;Cuales de los conjuntos son iguales? Justificar la respuesta.
De los conjuntos @, {0}y { @ } ;se puede afirmar que son iguales? Justificar la Ejemplo: usando los conjuntos nombrados en ejemplo anterior, A (1B ={c, d}.
respuesta .
OBSERVACION: AUB se llama suma logica de los conjuntos Ay B; y AN B es el producto
OPERACIONES CON CONJUNTOS logico de los conjuntos Ay B.
Asi como los niimeros se combinan mediante las operaciones de suma, sustraccién Diferencia de CO.“J'U"tO.S- La diferencia d? dos conjuntos Ay B, denotada por A-B,
y producto, los conjuntos se pueden combinar entre ellos para obtener otros que se lee “A diferencia B”, es el conjunto formado por los elementos que le
conjuntos, a través de ciertas operaciones que satisfacen muchas de las propiedades pertenecen a A pero que no le pertene.cen aB osea:A-B={x/xeAArx¢gB},
de la adicion y el producto de nimeros. como se ve en la figura, en color amarillo.
Union de conjuntos. La unidén entre dos conjuntos A y B, que se indica por AUB — T A \ BT
(se lee A union B) esta conformada por todos los elementos que estan en A 6 en B, ((_\)Q i) \D D /
. . = B —_—
0 sea: AUB={x/xeAvxeB}, como se ve en la figura siguiente, en donde e _____,//
AUB, para conjuntos secantes y disyuntos se muestra en color azul claro. N\ R A<B A FERENCEGECONIURNTGY
DIFERENCIA DE CONJUNTOS SECANTES DISYUNTOS
A
EOD 2D ool 65,63 06,571 = A~ 0361 y 5 h)
ALIB AllB / ALlB Diferencia simétrica de conjuntos. La diferencia simétrica de dos conjuntos Ay B,
N UNION DE CONJUNTOS que se indica por A AB, se lee “A diferencia simétrica B”, es el conjunto formado

UNION DE CONJUNTOS SECANTES DISYUNTOS : ,
por los elementos que le pertenecen a A 6 a B, pero no a ambos, es decir:

AAB=1{x/x e (AUB)Ax & (A(B), que son las zonas grises que se ven en la siguiente
Ejemplo: A={a, b, ¢, d}; B={c, d, e, f} entonces AUB ={a, b, ¢, d, e, f} (los figura:

elementos que se repiten se escriben s6lo una vez).
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Propiedades relacionadas con los conjuntos universal y vacio

- AUg=A ANg=¢

N AAB AAB AAB
DIFERENCIA S'EEE;‘EEAEEE CONJUNTOS ugggfu"ﬂg: E’:EEE%EE Propiedades con respecto al complemento
AUA=U ANA'=¢

Ejemplo: A={1, 2, 3, 4}; B={4,5} A A B={1,2, 3,5}
Complemento de un conjunto. El complemento de un conjunto A con respecto al Leyes de De Morgan:
universal U, que se indica por A’y se lee “complemento de A", esta conformado por (AUB) = ANB' (ANB) =AUB'

los elementos de U que no estan en A, o sea: A'={x /x ¢ A}, como se ve en la
figura, en donde el complemento de A (A’) son las regiones de color mostaza: EL NUMERO DE ELEMENTOS DE UN CONJUNTO

Ya se dijo que el cardinal de un conjunto A es el nimero de elementos de A. Se
indica por n(A). Por ejemplo, si A ={x /X = \/§}c Z=n(A)=2A={323}.

Si B ={x/xes un nimero primo y parfc N =n(B)=1" B = {2.
Si se conoce el cardinal de ciertos conjuntos, es posible encontrar el cardinal de
otros conjuntos que son unién, interseccion, diferencia o complemento de aquellos.

Cardinal de un conjunto. Es el nidmero de elementos que tiene el conjunto Ay

se indica por n(A). Ejemplos: Supongamos que 40 estudiantes del colegio practican el fatbol y 30 el baloncesto. ;Se

puede deducir cuantos estudiantes practican fatbol o basquetbol? No, puesto que es

Si A={2, 3, 5} - n(A)=3; si B={x/x es un divisor de 8} - n(B)=4 preciso conocer cuantos practican los dos deportes, fatbol y basquetbol. Ahora, si
, conocemos que los dos conjuntos son disyuntos (no hay estudiantes que practiquen los
En los conjuntos U ={x e N/1<x <6}; A ={X elU/x*=Tx - 12} dos deportes) la respuesta serfa la suma de los dos niimeros, o sea 40 + 30 = 70.

En general, si Ay B son disyuntos, entonces n(A U B) = n(A) + n(B).

y B=x €U /{x es un ndmero primo}, hallar el cardinal de: X ) i
Si los conjuntos son secantes, como los que se muestran en la figura:

AUB; ANB; A; A-B; AAB

Propiedades de las operaciones entre conjuntos H”'_u
A R
e Idempotencia: AUA =A ANA=A /’/\x N
] - |
e Conmutatividad: AUB =8 U A ANB=BNA Ang |ANB ANB
* Asociatividad: (AUB)UC =AU BUC) (ANB)YNC =ANBNC) L =
* Distributividad: AUBNC)=AUB)N(AUC) ANBUC)=ANBYUMANC) #
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Entonces (AUB)=n(A)+n(B)—-n(ANB).

Ejemplo: suponga que en su grupo hay 25 estudiantes que tienen preferencia por
las matematicas y 15 por las ciencias naturales; 5 de ellos tienen preferencia por las
dos asignaturas. Calcule el nimero de estudiantes que hay en el grupo, primero
usando un diagrama de Venn y luego usando la formula.

Solucion: se dibujan dos conjuntos M y C que sean secantes; en su interseccién se
escribe el 5 para representar los que prefieren matematicas y ciencias naturales;
luego se escriben 20 en M (lo que falta para completar 25) y 10 en C (lo que falta
para completar 15); los resultados se deducen de la grafica leyendo directamente,
0 sea: 20 + 5 + 10 = 35, como se ve en la figura:

‘U

-
T

P

Usando la formula: n(MUC)=nM)+n(C)—nM N C)=25+15-5=35, resultado
igual al anterior.

De manera similar, para tres conjuntos A, By C que se cortan el cardinal de la union
se puede calcular mediante:

n(AUBUC)=n(A)+nB)+n(C)—n(ANB)—n(ANC)—nBNC)+n(ANBNC).

Ejemplo: en un grupo de estudiantes se practican algunos deportes, asi: 23 natacion,
18 atletismo y 13 tenis. Si tres hacen natacion y atletismo, 6 natacion y tenis, 3
atletismo y tenis, 1 realiza los tres deportes y 7 no participan en los deportes,
ccuantos estudiantes conforman el grupo?

Solucion mediante diagramas de Venn: se dibujan los conjuntos N, Ay T de modo
que se corten; escribimos 1 en la interseccion comdn; con el 2 completamos la
interseccion de N con A; con 5 completamos la interseccion de A con T; con 2

,nidad7 * 230

30/11/2012 11:30:20 a.m. ‘

unidad 7 calculo.indd 231

completamos la interseccion de A con T; se completa con 15 el conjunto N,
con 13 el Ay con 5 el T; fuera de los 6valos, pero dentro del rectangulo
anotamos el 7, correspondiente a quienes no participan de ninguno de los
tres deportes. La respuesta se deduce directamente de la grafica:

nAUBUC)=15+5+1+2+13+2+5+7 =50, como se ve en la figura:

nAUNUT)=18+23+13-3-3-6+1=43.Y como hay 7 que no practican
alguno de los tres deportes, el cardinal del grupo es 43 + 7 = 50.

Usando un diagrama de Venn-Euler, comprobar las leyes de De Morgan.

Para verificar el avance en el tema de estudio en la guia, resolvemos en subgrupo
los siguientes planteamientos, comparamos las respuestas con las de otros subgrupos

y discutimos nuestros puntos de vista hasta Hegar a un consenso.
1. Escribir las afirmaciones siguientes en notacién conjuntista:

2. d es elemento de E

4. Hnoincluyea D

6. P estd contenido en K
8. y le pertenece a F

1. x no pertenece a A

3. R contiene a S

5. F es subconjunto de M
7. C es subconjunto de G
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2. Sea M= {a, b, c}. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas,

justificando la respuesta:

1. aeM 2. acM
3. {ateM 4 {a} M
5. M>a 6. Mo {a}
7. n(M)=3 8. g M
9. {a,b,c} M 10. {a,b} « M
3. Describa por extension o forma tabular los siguientes conjuntos:
1L.A={xeZ/x% =4} 2.B={x eN/x-2=5}
3. x es positivo y x es negativo} 4. D = {x/ x es una letra de “correcto”}

5. E= {x/ x es nimero primo par} 6.
7. G= {x/ x es un planeta del sol} 8.

F={x/ x una alumna de 11}
H = {x/ x es un satélite de la tierra}

4. Describir por comprensidn o forma constructiva los siguientes conjuntos:

1.A={a, b, ¢ d, e}

2.
3. C = {Amarillo, azul, rojo} 4.
6

5.E={a, u, e o, i}

{2, 4, ,8,...}
{i, 1, -, -1}
{

B
D 1
F={1}

5. Indicar cuales de los siguientes conjuntos son finitos:

1. {Los meses del afio} 2.
3.{1,3,5,7,...2n-1} 4,
5. {Las gentes que viven en la tierra} 6.

{1, 2, 3,...99, 100}
{Los dias de la semana}
{Los poderes publicos}

6. ¢Cuales de los siguientes conjuntos son iguales?

1. A={x/x es una letra de “tocata”} 2.
3. C={x/x es una letra de “cota”} 4.

B={letras de la palabra “tacto”}
D={a, ¢, o, t}

7. ¢Qué diferencia hay entre las palabras: vacio y cero?

8. ¢;Cuales de los siguientes conjuntos son vacios?

1. A={x/x es una letra anterior a la “a”} 2. B={x/x? =9 A2x =4}
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

3. C={x/x=x} 4.D={x+8=x}

5. E={x/ x es rumiante que vuela} 6. F={x/x>*<0AxeR}
Dado A={x, v, z}, ;cuantos subconjuntos hay en Ay cuales son?

Dados V={ d }; W={c, d}; X={a, b, c}; Y={a, b}; Z={a, b, d}, establecer la verdad
o falsedad de las siguientes afirmaciones:

1.YcX 2. W oV

3. W=7 4. 7oV

5.V aY 6.V X

Sean A ={1,2,3,4};B ={2,4,6,8};C = {3,4,5,6}, hallar:
1. AUB 2. AUC

3. BUC 4. BUB

5. (AUB)UC 6. AUBUC)
Usando los conjuntos del numeral 11, hallar:

1. ANB 2. ANC

3. BNC 4. BB

5. (ANB)NC 6. ANNBNC)
Utilizando los conjuntos del numeral 11, hallar:

1. A-B 2.C-A

3. B-C 4.B-A

5. A-C 6.B-B
Utilizando los conjuntos del numeral 11, hallar:

1.A AB 2.AAC
3.BAC 4.B A A
5.A A A 6.C A B
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15. Usando los conjuntos del numeral 11 y suponiendo que el conjunto universal es ESTUDIO Y ADAPTAC'ON DE LA GUiA
U={1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8,9}, hallar:

1. A 2.B

3.C 4. (ANB)
5. (AUB) 6. (B-Cy
7. (N 8. (A ACY

Como aplicacion al tema de los conjuntos, con un compafiero desarrollamos el

siguiente problema.

De los 150 estudiantes que tiene una institucién, 85 practican el fatbol, 70 ejercitan
el basquet y 55 prefieren la natacion; 35 practican fatbol y basquet; 30 practican
fatbol y natacién; 25 practican basquet y natacién; 10 no practican ninguno de los
tres deportes. Suponiendo que los entrenamientos se realizan en horarios diferentes,
ccuantos estudiantes practican fatbol, basquet y natacion? Ayddense de diagramas
de Venn-Euler para plantear y comprobar el resultado.

,nidad7 * 234 Cilculo 11 e 23‘

unidad 7 calculo.indd 234 30/11/2012 11:30:21 a.m. ‘ unidad 7 calculo.indd 235 30/11/2012 11:30:21 a.m.




,m‘dad7 * 236

unidad 7 calculo.indd 236

30/11/2012 11:30:21 a.m. ‘

wia /

CONCEPTOS DE ESTADISTICA: LOS DATOS AGRUPADOS

Y LAS MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL
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INDICADORES DE LOGRO

* Analiza la necesidad de organizar y presentar los datos en tablas de distribucion de
frecuencias

Usa adecuadamente la tecnica para elaborar tablas de distribucion de frecuencias,
porcentajes y porcentajes acumulados

Elabora graficas para representar los datos estadisticos, como histogramas y poligonos
de frecuencia

Maneja adecuadamente la aplicacion EXCEL para elaborar diversos tipos de graficas
con datos estadisticos

Define y calcula correctamente algunas medidas de tendencia central (media, mediana
y moda) y de dispersion (varianza y desviacion estandar)

Usa con suficiencia la aplicacion EXCEL para calcular los elementos mencionados antes
Analiza instrumentos de evaluaaon comparacion y analiza datos para tomar
decisiones. REFERENCIACION COMPETITIVA

Formula indicadores claros, que permitan medir el desempeino de sus acciones
Reconoce las etapas del ciclo gerencial basico (PHVA)

Reconoce procesos exitosos de otros

Identifica las debilidades de sus procesos y los compara con los de otros

Aprende y aplica en forma continua las mejores practicas desarrolladas por otros
Asume una posicion positiva al cambio, que permite ajustar sus practicas habituales
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Las matematicas son la base de la mayoria de las demas ciencias. La estadistica es
una de las varias formas en que se aplican los conceptos matematicos.

Los profesionales de casi todas las ramas de la ciencia deben tener un conocimiento
basico en estadistica, que les sirva de base y apoyo en sus decisiones, en sus

investigaciones y, en general, en todas las actividades propias de su profesion. Con un companero, leemos, interpretamos e interiorizamos los conceptos expuestos

/ . . . . . .
en la guia. Analizamos los ejercicios desarrollados y si es necesario los volvemos a

Las consideraciones anteriores, justifican plenamente la inclusion de estos apuntes resolver.

de estadistica basica que iniciaremos en esta guia.
El vocablo estadistica designa un grupo de métodos cuya finalidad es recoger,
organizar y analizar datos numéricos significativos.

Supongamos que se recolectaron los siguientes datos, correspondientes a las edades
de un grupo de 46 personas: 30, 31, 31, 32, 12, 36, 38, 39, 33, 28, 27, 38, 31,
27, 34, 35, 34, 38, 26, 33, 33, 27, 35, 36, 35, 32, 30, 34, 35, 10, 38, 27, 30, 37,
30, 35, 34, 26, 35, 38, 35, 32, 18, 34, 10, 39.

Con el fin de iniciar la revision de conceptos estadisticos, desarrollo la siguiente

actividad: . . e g .
A simple vista, estos datos son poco significativos, pero podemos organizarlos en

una distribucién de frecuencias no agrupadas o agrupadas mediante el siguiente

Dados los valores 6, 3, 8, 15, 12, 4, 6, 12, 3, 6:
proceso:

a) Los ordeno de menor a mayor y luego de mayor a menor. C .
) yory teg y 1. Para las distribuciones de frecuencia no agrupada, se ordenan los datos de

mayor a menor (o de menor a mayor) y se llenan, la primera columna con las
edades X vy la sequnda con el nimero de veces en que se repite cada dato
(frecuencia f), como se ve en la grafica, aunque repartiendo los datos en 3
columnas para comprimir un poco la informacién:

b) Calculo su sumatoria.

c) Hallo su promedio.

d) Busco la sumatoria de sus cuadrados. X f X fl X f
10 2 32 3 31_:1 i
e) Determino las diferencias entre cada dato y su promedio. ig : ;;I‘ : q’g 7
18 i 33 3 37 =
. - . . - 1 s
f) Digo cual es el dato que mas se repite. gg & 3; 33' :
£7 3 34 5 38
27 34 | ET
27 34} | 38
28 1 34) 28 2
30 4 14 T
30 35 il |
30 ) |
30 EL | N =46
cal : 35 |
31 o b |
il 35 |
35 I
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2. Para las distribuciones de frecuencia agrupada se ordenan los datos de mayor a
menor y en la columna de datos X se escriben, entre los extremos, los otros
elementos; se calcula el rango R, que es la diferencia entre el valor mas grande

Xmsx y el méas pequefio Xmin, o sea: R = Xpysx —Xmin - En este caso:
R=39-10=29

3. Se decide el nimero C de clases o intervalos, que por lo general no debe ser
menor que 5 ni mayor que 15, dependiendo del nimero de datos. En este caso,
tomemos 10.

4. Se determina el ancho A del intervalo, que es igual al rango R dividido entre el
nidmero C de clases y redondeando al entero mas préximo, o sea:
A=B_2 _59x3

C 10

5. Se especifican los limites de cada intervalo: los limites inferiores son maltiplos
del ancho A ( 3, 6,9, 12, 15,....39, 41, 44). El primer limite inferior debe ser
menor o igual que el dato X minimo, que es 10; y los limites superiores son

iguales a los inferiores, mas el ancho del intervalo, menos 1(en este caso,
3-1=2), o sea, 11, 14, 17,....41.

Lo expuesto de 2 a 5, se visualiza en la siguiente tabla:

X [Frecuencia Intervalo C [Conteol Frecuencia | % |% Acumulado_
39/ z 39-41]- 2 .35 100.00
| 38] 5 36 - 38| ] g 19.57) 05.65
37 2] 33387 7 15] 32,60/  76.08
6 2 30 - 32| & 10 21,74/ 43,48
35 7 37 =20 - 4] 8.70| 2L.T4
34 5 24 -26| . 2, 4.35) 13.04
33 3 21-23 o 0.00 8.60
12 3| 18- 20]" 1 2.17 8.69
31| 3 15+ 17 al 0.00] 6.52
i0 4 12 - 14" 1 2.17 6.52
2B 1 911, 2 4.35] 4,35
27 3 ;
_26] 2 n=46 100.00
18| 1
12/ i
10| .
i =45

Cuando el conjunto de datos es grande, se usa el método de Tukey que cuenta los
valores en practicos grupos de a diez: las primeras 4 cuentas se denotan por puntos
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que forman los vértices de un cuadrado; las siguientes cuatro cuentas son los lados
del cuadrado; la cuentas novena y décima son las diagonales del cuadrado.

De los elementos de la columna “Conteo” se deduce la frecuencia f con solo contar
elementos.

Para obtener la columna % es suficiente calcular, mediante una regla de tres, qué
porcentaje es cada frecuencia con respecto al total de 46 datos (para este caso).
Para obtener el porcentaje acumulado, basta tener en cuenta que el porcentaje del
altimo intervalo (9 - 11) es el mismo porcentaje acumulado. Ahora, de abajo para
arriba, al porcentaje acumulado se le suma el siguiente porcentaje (Por ejemplo: al
altimo porcentaje acumulado 4.35 se le suma el porcentaje 2.17 para obtener un
porcentaje acumulado de 6.52; ahora, a 6.52 de porcentaje acumulado se le
suma el porcentaje 0.00 para obtener un porcentaje acumulado de 6.52, y asi
sucesivamente hasta llegar al 100.00).

GRAFICAS DE DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS

Las distribuciones de frecuencias agrupadas pueden analizarse mas facilmente si se
representan graficamente (una imagen vale mas que mil palabras), pues se puede
obtener informacién importante mirando simplemente su representacién geométrica.
Las graficas mas comunes son los histogramas o diagramas de barras y poligonos de
frecuencia o diagramas de lineas.

El histograma

Un histograma es una grafica de una distribucién de frecuencias en la que se
utilizan barras cuyas alturas son proporcionales a la frecuencia de observaciones
para cada clase o intervalo. En un sistema coordenado, en el eje de las abscisas se
toman los intervalos y en el eje de las ordenadas la frecuencia, que se muestran en
la grafica anterior, asi:
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En un grafico, con una ojeada puede determinarse, por ejemplo, cual es la mayor

Ir/" Yo frecuencia.

T Cabe resaltar que la representacion grafica de los datos [lama la atencién, evitando
< :3 r l la monotonia de la descripcién numérica; ayuda a esclarecer el significado de los
: |2 | i datos y facilita la retencidn de los mismos. El inconveniente es que la organizacion
= :é 1 de los datos consume mucho tiempo, pero en la actualidad los computadores
wog | | facilitan esta labor de una manera rapida y sencilla, usando una aplicacion tan
= ; comin como EXCEL. Se empieza por digitar los datos en columna (aunque no
: : ] necesariamente) y luego se pueden realizar las siguientes acciones, por ejemplo:
e 5 1
- ‘; | i a. Ordenar los datos: para ello seleccione el rango, pulse en Datos (en la barra

2 i [ ) de mends), Ordenar (en forma ascendente o descendente).
,;,ﬂJ:I_.L_.LI..__-L NENSNINS 11_,
Rl s e s e e b o x| b. Contar los datos: seleccione el rango. Pulse Insertar, Funcion (en seleccionar
INTERVALOS una categoria, escoja Matematicas y trigonométricas), Contar. El resultado

es el valor de n.

EL poligono de frecuencia c. El valor mas grande de entre los datos: seleccione el rango. Pulse Insertar,

El poligono de frecuencia se puede construir dibujando primero un histograma y Funcién (en categoria, opte por Estadisticas), Max. El resultado es X 4 .
conectando luego, por medio de segmentos de recta, los puntos medios de la parte
superior de cada una de las barras o rectangulos, como se ve en la siguiente figura: d. El valor mas pequefio de entre los datos: seleccione el rango. Pulse Insertar,

Funcién (en categoria, opte por Estadisticas), Min. El resultado es Xy, -

o
e. Calculo del rango R. Ubiquese en la celda que desee y como ya conoce El
15 =
s : resultado Xpyz v Xpin . digite: =Xz - Xyin - La maquina mostrara el
-1 { valor R del rango.
= 1] = 2 TER 4
i — . . .
il E R =T f. Ancho del intervalo: para los datos del ejemplo, ubiquese en una celda
= Fi-l- = A adecuada y digite = (valor de R) / 10. Se visualiza el ancho, que debe ser
) ol aproximado o por exceso o por defecto a un entero.
o4 -0
e 2= s i S T : g. Para llenar la columna de las clases o intervalos, recuerde que los limites
-1 = : i _ _ —,— inferiores son maltiplos del ancho del intervalo (en este caso 9, 12, 15,...,39);
:J:'"' i g, e B e [ = los limites superiores se hallan sumando 2 al limite inferior respectivo (11,
§-11-12-14-15-16-18-20-21-23-24- 26-77- 29-30-32-33-35-36-38-39-41 X 14, 17,... 41).
[NTERVALOS ',
h. En la columna que sigue a la de los intervalos, digite las respectivas frecuencias.
,nidad7 * 242 Calculo 11 o 24‘

unidad 7 calculo.indd 242 30/11/2012 11:30:23 a.m. ‘ ‘ unidad 7 calculo.indd 243 30/11/2012 11:30:23 a.m.



i. Para construir el histograma seleccione los datos de los intervalos y los de las Ahora, elaboremos un grafico de lineas usando las tres columnas anteriores y otra
frecuencias. Pulse Insertar, Grafico, Columnas (pulse en la primera opcidn de mas que contenga los porcentajes acumulados % A. Digite entonces los porcentajes
las 7 que se muestran), Siguiente (Ya se visualiza el histograma), Siguiente, acumulados, seleccionemos todos los datos, introduzcamonos en graficos, pero
(en titulo del grafico) escriba HISTOGRAMA, (en eje de categorias (X)) escriba seleccionando Lineas y escogemos la cuarta opcidn de las 7 que aparecen. Siguiendo
INTERVALOS, (en eje de valores (Y) escriba FRECUENCIAS, Leyenda (Escoja la las instrucciones, se obtendra algo como esto:

ubicacion del cuadro Serie 1, Siguiente (si lo desea, active mostrar tabla de
datos), Siguiente, Finalizar. El grafico lo puede arrastrar a la posicion que

desee; mediante los elementos haladores (los 8 cuadraditos que resaltan) lo / Poligono de Frecuencia
puede ampliar o reducir. He aqui el resultado: 5B
=< 100 -
l'/’ HISTOGRAMA f al —+—5ene ]
v < 00 & Serip 2
= 20 = i
= = 0 Serie 3
= 15 —_— kil . - e e i
; 10 | 04 Serie 1 ot gl
Z = 2 s
g-- 12- 15- 18~ 21- 24- 27-30- 33- 36- 39 S, LRI R T N
11 14 17 20 23. 76 29 33 35 38 41 oo R 8
INTERVALOS / INTERVALOS /}

En una misma grafica se pueden ilustrar varias situaciones, pues Excel siempre toma
la primera columna como el eje X y las demas columnas como valores de Y. Por
ejemplo, se pueden graficar tanto la frecuencia como el porcentaje en el problema
que nos ocupa. Para obtener la columna de porcentaje (%) ubiquese en la columna
contigua a la de las frecuencias y digite los porcentajes correspondientes (aunque
podria pedirle a Excel que lo haga por usted). Seleccione tanto la columna de los
intervalos como la de la frecuencia y la de los porcentajes. Reitere los pasos para
construir la grafica anterior. El resultado es como éste:

La serie 1 es la grafica de las frecuencias, la serie 2 es la de los porcentajes y la serie
3 es la de porcentajes acumulados, conocida como 0JIVA DE GALTON.

Otro tipo de grafica bastante usada, y que se hace facilmente en Excel, es la de tipo
pastel.

Usemos la columna de intervalos y la de frecuencias del ejercicio sobre las edades.
Seleccionamos todos los datos, entremos a graficos. Se pulsa sobre Circular y se
escoge la opcion 2 de las 6 que se muestran. Se siguen las instrucciones del

C HISTOGRAMA programa para obtener una graﬁca como ésta:
=
R Sl | i 11 Serie 1 PR
E‘ i 15-17
g Al =1 11 5erie & i
3 IT.I 18 il il §i 145 t 1| I .._I e —— |=-Z0
Ledi ] . T T
e @124
e .H". ik : P A " | 75-7R
% A m e e 5y w272
IHTERYALDS _/‘) o 3833
:l 3]-]})
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Ademas de los tipos de graficos usados antes, Excel presenta otra gama, al gusto
y acorde con las necesidades. Es importante, pues, ensayar.

LAS MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

Como su nombre lo indica, son ciertos valores de datos que son centrales o tipicos
en un conjunto de datos agrupados.

Entre las medidas de tendencia central se tienen:
1. La media aritmética o promedio

Si dado un conjunto de datos se suman cada uno de los valores que toma la variable
X, y el total se divide por el nimero de datos, se obtiene un indicador estadistico

[lamado media aritmética o promedio, que se simboliza y define asi:
X = X1+ Xo+ X35 +....+ X, _ 2 Xi
n i=1 N

Por ejemplo, en las edades en anos de las 46 personas indicadas al principio:

30+31+31+...... 34+10+39 1448

X = ~ 31.47. Luego, la edad promedio es de

31.47 anos aproximadamente.

2. La moda

Es el dato de mas alta frecuencia, es decir, el que se repite un mayor namero de
veces (el que esta de moda). Por ejemplo, en el conjunto propuesto de las 46
edades, la moda es 35 porque es el que mas se repite (7 veces).

Sugerencia: asi como Excel facilita la construccién de graficas estadisticas, de modo
agil, también permite calcular automaticamente las medidas de tendencia central.
Simplemente se digitan los datos (aln sin ordenar), se observan las direcciones del
rango y se ubica el cursor en la posicion en donde se desea que aparezca el
resultado. Se entra a Insertar, Funcién, Estadisticas, Mediana (se le digita el rango
- digamos A1..A46 - para nuestro caso de las edades. En la celda seleccionada
aparece el valor central; para la moda 6 para el promedio se procede igual,
buscando estos nombres en Funciones Estadisticas.
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3. La mediana

La mediana Md es otra medida de tendencia central y corresponde al valor medio en
un conjunto de valores ordenados, es decir, es un valor tal que antes y después de
él hay igual ndmero de valores. Si el nimero de observaciones (ya ordenados) es
impar, la mediana corresponde al valor que esta en el centro de la distribucién; si
el namero de observaciones es par, la mediana es el promedio de los dos términos
centrales de la distribucion.

Por ejemplo, en el conjunto ordenado 23, 22, 21, 20, 19, 18, 17 la mediana es 20,
porque antes y después de él hay 3 observaciones.

En el conjunto de datos de las edades de 46 personas (propuesto al principio),
ordenado queda: 39, 39, 38, 38, 38, 38, 38, 37, 37, 36, 36, 35, 35, 35, 35, 35,
35, 35, 34, 34, 34, 34, 34, 33, 33, 33, 32, 32, 32, 31, 31, 31, 30, 30, 30, 30, 28,
27, 27, 27, 26, 26, 18, 12, 10, 10. Como los datos ordenados tienen un ndmero par
de elementos, la mediana es el promedio de los dos términos centrales, 34 y 33, es

34+ 33

decir que Md = = 33.5 y significa que antes de los valores 34 y 33 hay 22

observaciones antes y después de ellos.
4. Cuartiles, Deciles y Percentiles

Otras medidas que estan muy relacionadas con la Mediana, ya que se basan también
en su posicion en una serie de observaciones, son los Cuartiles, Deciles y Percentiles.

Si el conjunto de observaciones se divide en cuatro partes iguales, los valores que
le corresponden a cada cuarto de la serie se denominan CUARTIL. EL primer Cuartil,
Q;, es el valor por debajo del cual quedan el 25% de todos los valores; el tercer
Cuartil, Q;, es el valor bajo el cual quedan el 75% de los valores; el segundo Cuartil,
Q,, es exactamente la Mediana, como se puede apreciar en la Ojiva de Galton
sacada de los intervalos y el porcentaje acumulado, como se dijo antes:

Calculo 11 o 24‘
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Para estimar la mediana en la grafica, se localiza “50” ( 02 ) en el eje vertical; se

avanza horizontalmente hasta la interseccion con la curva y luego se avanza
verticalmente hacia abajo hasta intersectar el eje horizontal, en donde se puede
leer la mediana (33.5).

Similarmente, los Deciles dividen la distribucion en 10 partes iguales y los Percentiles
en 100 partes iguales.

MEDIDAS DE VARIABILIDAD

Ademas de las medidas tipicas o de tendencia central, existen medidas de variabilidad
entre los valores, es decir, qué tan grandes son las diferencias entre los valores.
Estas medidas cuantifican el grado de dispersidon o la extensidon de las diferencias
individuales evidenciadas en la distribucion.

Entre las medidas de variabilidad veremos la varianza y la desviacion estandar.

La varianza se utiliza en estudios poblacionales para medir la homogeneidad de una
muestra X, es decir, permite saber si la muestra es representativa de toda la poblacion,
aunque su resultado se encuentra elevado al cuadrado y en consecuencia se recomienda
usar la desviacion estandar que es una medida de variabilidad mas exacta.

Cuando todas las N observaciones de la poblacion estan incluidas en el conjunto de

datos, la varianza o (sigma mindscula al cuadrado), se encuentra dividiendo la suma
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de los cuadrados de las diferencias entre cada dato y el promedio X, o sea:

R,
o? =Z(XTX). Para el ejemplo del conjunto de los datos de las 46 edades
propuesto al principio, cuyo promedio es 31,47, se tiene:

Varianza = 0% = XX -X)? _ 2179,48
N

cuadrados, no tiene mucho significado descriptivo directo, amén de estar expresada
en unidades cuadradas en lugar de las unidades originales.

~ 47,38 afios?la varianza, como suma de

La varianza se usa para calcular la desviacion estandar O, que se define como la raiz

: /SC : [2179,48 .
cuadrada de la varianza, o sea, o =vo? = o en el ejemplo: o = o - 688 afios.

La desviacion estandar es mas (til que la varianza para describir la variabilidad de
un conjunto de datos y también tiene las mismas unidades originales. En una
distribucion normal, se espera que aproximadamente dos tercios de los valores
estén dentro de + 1 6 -1 desviacidnes estandar con respecto al promedio.

Para determinar la comprension de los elementos estadisticos vistos en B, en el
subgrupo resolvemos los siguientes planteamientos. Comparamos las respuestas con
las de otros subgrupos, nos ponemos de acuerdo y comentamos nuestras conclusiones

con el profesor con la finalidad de aprovechar los aportes de todos.

Los siguientes datos corresponden al cociente intelectual de 150 ninos de un colegio:
98, 119, 93, 99, 106, 102, 108, 109, 114, 108, 91, 91, 89, 120, 106, 127, 98, 104,
106, 114, 104, 106, 124, 101, 97, 121, 108, 113, 105, 125, 113, 120, 96, 108, 104,
116, 114, 118, 115, 121, 125, 129, 105, 118, 105, 100, 102, 110, 98, 122, 101,
120, 95, 118, 122, 95, 96, 129, 112, 117, 114, 109, 91, 113, 112, 89, 99, 124, 103,
105, 104, 106, 114, 124, 103, 108, 105, 92, 101, 112, 93, 109, 108, 115, 114, 93,
125, 88, 101, 88, 91, 121, 113, 121, 115, 107, 126, 113, 89, 104, 96, 129, 107,
120, 115, 118, 100, 100, 109, 97, 91, 122, 97, 118, 100, 106, 115, 110, 99, 85,
100, 112, 128, 111, 105, 98, 113, 101, 108, 116, 94, 92, 125, 121, 108, 119, 116,
103, 111, 113, 85, 109, 128, 88, 119, 118, 116, 113, 122, 126.
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a) Ordenamos los datos de mayor a menor. ESTUDIO Y ADAPTACION DE LA GUIA

b) Hallamos la frecuencia de cada dato.
c) Calculamos el rango para la distribucion agrupada.

d) Tomamos 9 clases o intervalos y buscamos la amplitud del intervalo, redondeando
al entero mas proximo.

e) Establecemos los limites inferior y superior de los intervalos.
f) Buscamos la frecuencia de las diversas clases.

g) Hallamos la frecuencia acumulada.

h) Encontramos el porcentaje de las diversas clases.

i) Determinamos el porcentaje acumulado.

j) Elaboramos las graficas (en Excel si es posible) de barras y de lineas, tomando
en el eje horizontal los intervalos o clases y en el vertical la frecuencia y la
frecuencia acumulada o el porcentaje y el porcentaje acumulado.

k) Volvemos a los datos y calculamos el promedio, la mediana y la moda.

l) Si disponemos de los medios, damos las instrucciones a EXCEL para desarrollar
los literales anteriores y poder confrontar con respuestas.

Como aplicacion a los conceptos vistos, con el subgrupo desarrollamos las siguientes

actividades:

1) Ensuinstitucion, recopilen datos sobre el consumo de alcohol, tabaco y sustancias
alucinégenas considerando, por ejemplo, edad y sexo. Tabulen, grafiquen'y
calculen elementos estadisticos de los indicados en la guia.

2) En su entorno, recopilen datos sobre analfabetismo con variables como edad,
sexo, escolaridad. Igualmente, tabulen, grafiquen y calculen elementos
estadisticos de los indicados en la guia.

3) Recorten datos estadisticos de peridédicos o revistas recientes, interprétenlos y
presenten sus resultados al grupo.
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LA TEORIA COMBINATORIA

m joven dispone de cuatro camisas de colores: roja (R), blanca

(B}, negra (N} y verde (V): también tiene dos pantalones: gris
azul (A).

-~ A

G VG
V_—r/ A VA

Para determinar el nimero de combinaciones de las camisas con
los pantalones puede usar un diagrama arbolar como el siguiente:

Camisas Pantalones Arreg

R G RG

~A RA

G - BG

3 - A BA
S (— — = NG

MNA

(G) y

los

INDICADORES DE LOGRO

* Interpreta el principio fundamental de conteo y lo aplica correctamente para

calcular ciertos arreglos de los elementos de un conjunto

* Define el concepto de permutacién de los n elementos de un conjunto tomando r

objetos cada vez y lo usa adecuadamente para resolver problemas

de aplicaci(')n

* Define las combinaciones de los n elementos de un conjunto considerados en

grupos de r objetos y las usa correctamente para resolver problemas de aplicacién

* Identifica problemas, causas y consecuencias y establece una definicion de este.

SOLUCION DE PROBLEMAS

° Aporta soluciones y evaltia alternativas

* Ejecuta en la medida de sus posibilidades, acciones que contribuyen a la solucion e

* Hace seguimiento a la solucion y retroalimentacion
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Con un compaﬁero analizamos y respondemos las siguientes cuestiones:

Dado un ndmero natural n, ;qué es el factorial de n y como se simboliza?
Calculamos 5! y 8!

Con los compafieros del subgrupo, leemos y analizamos la informacion que se presenta
a continuacion y respondemos las preguntas que encontremos. Si es preciso, copiamos

los problemas resueltos.
Para iniciarnos en el tema veremos situaciones como las siguientes:

1) Una compafia de transportes que presta sus servicios en 100 poblaciones desea
imprimir sus tiquetes de tal manera que en cada uno aparezca el nombre de la
poblacion que lo expide y el nombre de la poblacion a que se destine. ;Cuantos
grupos de boletos se deben imprimir?

2) En Colombia, las placas de las motocicletas deben llevar 3 letras y un namero de
dos digitos. Sin considerar CH, LL, RR, ;cuantas placas distintas se pueden
fabricar con ese disefio?

PRINCIPIO FUNDAMENTAL DE CONTEO

Si un primer suceso puede verificarse de m1 modos diferentes y si después de haber
ocurrido éste, puede verificarse un segundo suceso de m2 maneras diferentes, entonces
los dos sucesos pueden verificarse en el orden mencionado de m1*m2 modos distintos.

Usando este principio se pueden solucionar los problemas planteados antes. En efecto:
En el planteo 1): Un tiquete, generalmente, indica el punto de origen y el punto de
destino, es decir: De A . En e ste caso, el nombre
de la poblacién de origen debe aparecer en el primer espacio en blanco; puesto que hay
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100 poblaciones entre las cuales escoger, el hecho puede ocurrir de 100 modos
diferentes. Luego m1=100. Después de escoger el primer nombre, quedan 99
posibilidades de eleccion para llenar el segundo espacio en blanco. Luego m2=99.
Por el principio fundamental de conteo, el nimero de grupos de boletos que deben
imprimirse es de m1*m2=100%*99=9900.

Si el problema involucra mas de dos sucesos, se puede ampliar el principio
fundamental de conteo asi: si después de haber ocurrido los dos primeros sucesos,
puede ocurrir un tercero de m3 modos diferentes, un cuarto de m4 modos distintos
y un enésimo de mn modos distintos, entonces los n sucesos pueden ocurrir de
m1l*m2*m3*m4*....*mn modos diferentes.

Ahora, se puede resolver el planteo 2). Como no hay restricciones, se pueden
repetir letras o digitos mas de una vez en cada placa y por tanto BBB 22 es
permitido. Ahora, la primera posicion de las letras se puede llenar de m1=27 modos
distintos; la segunda posicion de m2=27 maneras diferentes y la tercera posicion de
m3=27 modos distintos. Puesto que cualquiera de los digitos (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9) se pueden usar en las otras dos posiciones, m4=10 y m5=10. Por tanto el
ndmero de placas posibles es:

m1l*m2*m3*m4*m5 = 27*27*27*10*10 = 1968300

3) Para el enunciado anterior, determinar el nimero de placas posibles si una letra
o un digito no aparecen repetidos.

En este caso, el primer lugar se puede llenar de 27 maneras distintas; como no
se pueden repetir letras, la sequnda posicion sélo se puede llenar de 26 modos
distintos y por idéntica razon, la tercera posicidon Gnicamente se puede llenar de
25 maneras diferentes; la primera cifra del ndmero se puede llenar de 10 modos
distintos, pero la segunda cifra sélo se puede llenar de 9 modos distintos. Por
lo tanto, namero placas distintas y con la restriccion impuesta es:
m1*m2*m3*m4*m5=27*26*25*10*9 = 1579500.

Con 15 jovenes de su grupo, ;Cuantos equipos de basquetbol, distintos, pueden formarse?

LAS PERMUTACIONES DE n ELEMENTOS DIFERENTES TOMADOS EN GRUPOS DE r
ELEMENTOS

Los problemas que tienen que ver con placas de identificacion, como en los dos dltimos
problemas, comprenden la ordenacién de cinco caracteres o simbolos colocados
horizontalmente. Si los caracteres son diferentes, como en ANM43, toda ordenacion de
ellos, con la condicion de que las letras se coloquen primero, conforma un nimero de
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placa valido. Esta situacion permite aseverar que “toda ordenacion de los n elementos
de un conjunto, se llama permutacion del conjunto”.

Por ejemplo, sean las letras a, b y c.
Las permutaciones unarias que podemos formar con ellos son a, by c.

Las permutaciones binarias que podemos formar son ab, ac, ba, bc, ca 'y cb (para
obtenerlas se agregan a las unarias cada uno de los otros elementos).

Las permutaciones ternarias que se pueden formar son abc, acb, bac, bca, cab y cha
(resultan de agregarle a las binarias cada uno de los otros elementos).

En ocasiones resulta Gtil elaborar diagramas arbolares para mostrar las permutaciones
de los elementos de un conjunto, como se ve en la figura:

” C
= 4
b

ab & h-d & da b B E& £33 C
f

< WY W )
N /N

A LA TZQUIERDA SE VE EL DIAGRAMA ARBOLAR PARA LAS PERMUTACIONES TERNARIAS
DE I ELEMENTOS 3. b, y¢, ALADERECHA, Y EN FORMA VERTICAL, LAS PERMUTACIONES
TERNARIAS DE 4 ELEMENTOS a, b, ¢, d.

Para indicar las permutaciones de n elementos tomados en grupos de r objetos se

escribe nPr. Como en la ordenacién no se repiten elementos, el primer lugar se
puede llenar de n modos; una vez llena esta posicion quedan n-1 elementos para
llenar la segunda; hecho esto, quedan n-2 elementos para llenar la tercera, y asi
sucesivamente hasta n - (r- 1) = n -r + 1 modos de llenar la posicién r, es decir:

(1) P, =n(n-1)(n-2)....(n—1+r) .

Para continuar, se debe recordar que n!=n(n—1)(n —2)(n —3).....2*1, que se
lee “n factorial es igual n por n-1 por n-2 por...por 2 por 1”, o sea que el factorial
de n es el producto de los n primeros nimeros naturales. Asi: 3! = 3*2*1 = 6;

,nidad7 * 256
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5! =5%4*3*2*1 = 120. Se acepta que 1! = 0! = 1.
Obsérvese que 6! = 6*5*4! y 8! =8*7!, lo que nos permite afirmar que:
n! =n(n-1)(n-2)....(n - r + 1)(n - r)! Por tanto si la expresion (1) la multiplicamos

_ |
por EZ _:;l la igualdad no se altera y en consecuencia:
B L(n=r)t n . )
(2) nPr =n(n-1)(n-2)..(n—1+r) T ) formula que permite calcular

el namero de permutaciones de n elementos tomandolos en grupos de r objetos.
Ejemplos:

1 *E % / % Q%9
p oS _srsTarITA o
(6—4)! 2!
11! 11*10*9*8*7*6!
s _11*1079°8*7*6l
(11-5)! 6!

Problema 1: seis personas entran a una sala en la que hay diez sillas. ;De cuantas
maneras pueden ocupar las sillas?

Solucion: el problema se reduce a calcular las permutaciones de 10 considerando
grupos de 6, o sea:

100 10*9*8*7*6*5* 4!

_ = 151200
10—6)! 4)

pP. —
10" 6
(

Problema 2: ;cuantos ndmeros distintos de 4 cifras se pueden formar con las
cifras 1, 2, 3 y 4?

Solucion: se trata de determinar las permutaciones de las 4 cifras tomandolas en
grupos de a 4, es decir:

! ! ! *3%27*1
(n—r)t (4-4) O 1

Problema 3: ;de cuantas maneras diferentes pueden ordenarse las letras de la
palabra DUPLETA?

Solucion: se trata de encontrar las permutaciones de las 7 letras (todas distintas)
en grupos de 7 elementos, asi:

Calculo 11 o 25‘
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! ! ! * * * * *2*1
7P7 = mo__ 1 I _TT6757AT3 = 5040
(n=r)t (7-7)¢ 0 1

Problema 4: ;de cuantas maneras diferentes se pueden ordenar las letras de la
palabra ARACATACA?

Solucion: el problema es similar al anterior, pero algunas letras estan repetidas ( la
A 5 veces y la C en 2). Por tanto, el resultado de la permutacion de las 9 letras en
grupos de a 9, debe dividirse entre los factoriales del nimero de veces de las
repeticiones

(5!'y 2! en este caso), o sea:

_ n! 9! :9—!=9*8*7*6*5*4*3*2*1:362880, vero las
(n-r)t (9-9)! o 1

letras de cada grupo tienen que ser todas distintas. Por tanto:

9P9

. ) 362889 362880
Ndmero ordenaciones = —

51*2! 240

Ejemplo 5: con las cifras 1, 2, 6, 8, 5, ¢cuantos nimeros de 3 cifras que empiecen
por 5 se pueden formar?

= 1.512, que es la respuesta.

Solucion: como el 5 estara siempre al principio de cada ndmero, entonces cada uno
tendra la forma 5NN. Por lo tanto n=5 -1 =4y r=3 - 1=2. En consecuencia,

4! 4!
(4-2)! 20
Con las cifras 3, 4, 5, 6 ;cuantos nimeros distintos se pueden formar? Ayldense
de un diagrama arbolar para la solucidn.

P =

COMBINACIONES

El problema de hallar el nimero de modos en que los elementos de un conjunto se
pueden separar en subgrupos tales que si dos de ellos tienen igual nimero de
elementos, se diferencien por lo menos en un elemento, es una combinacién. Por
ejemplo, con las letras a, b, cy d se pueden formar:

Combinaciones monarias: a, b, ¢, d (se toman de a 1).
Combinaciones binarias: ab, ac, ad, bc, bd, cd (se obtienen escribiendo a la derecha
de cada letra todas las letras siguientes, de una en una.
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Combinaciones ternarias: abc, abd, acd, bcd (Resultan de escribir a la derecha de
cada binaria, una a una, las letras que siguen a la dltima de cada binaria.

Para indicar las combinaciones de n elementos tomandolos en grupos de r objetos

se indica por ,C, v se pueden calcular mediante la expresion:

P n'
rt ri(n-r)!
10! 10*9*8*7*6!
3 . C = = :210
Ejemplo: 10%6 =10 6)! 6!* 4!

Problema: ;Cuantos comités de 8 personas se pueden formar con un conjunto de
50 personas?

Solucion: el problema se resuelve buscando los grupos de 8 personas que pueden
obtenerse de las 50 personas, o sea:

[ __ 500 500 _50*49*48*47* 461*45 * 44 * 43 * 42!
7% T 8150 — 8)!  81*42! 81*42!

50(s =536878650 comités.

Problema: usted tiene una microempresa y desea darles empleo a 6 mujeres y a 4
hombres. ;De cuantos modos puede hacer la seleccion del personal si los solicitantes
son 9 mujeres y 6 hombres?

Solucion: las mujeres pueden ser seleccionadas de 9C6 y los hombres de 4(,
modos. Por el principio fundamental de conteo, la selecciéon puede hacerse de

9l +6C 4 Luego:
9! 6! 9!

* _ = 1260
61(9—6)! 4!1(6—4) 3*4!*2

9C6*6 C4 =

OBSERVACION: para diferenciar en la resolucién de un problema y determinar si es
una permutacién o una combinacidn se procede asi: se forma un grupo cualquiera,
segln el enunciado del problemay con los mismos elementos de ese grupo se trata
de formar otro grupo, si se consigue formar otro grupo diferente, el problema en
cuestion es una permutacion. Si no es posible formar otro grupo, se trata de una
combinacion.
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Ejemplo 1: ;cuantos nameros distintos de 3 cifras se pueden formar con las cifras
1,2,3,4,5,6,7?

Supongamos el namero 375 y con estas mismas cifras tomemos, por ejemplo, el
753. Como los dos nameros son diferentes, entonces es una permutaciéon de 7

7! 7!

4 . 7P3 =——=—=210
elementos tomandolos de a 3. Luego: 73 7-3) 4

Ejemplo 2: con las mismas cifras del problema anterior, ;cuantas sumas, de 3
sumandos pueden formarse?

Tomemos, por ejemplo 5 + 3 + 4 = 12; con los mismos elementos, hagamos otra
suma: 4+ 5+ 3 =12. Como los resultados son iguales, se trata de una combinacién

oo
317 =3)!

de 7 elementos tomados de a 3. Por tanto, ;(3

Para comprobar el avance en el conocimiento e interiorizar conceptos, con los
companeros del subgrupo desarrollamos lo siguiente, comparamos los resultados
con los de otros subgrupos, discutimos hasta ponernos de acuerdo y compartimos

con el profesor.

1. En una carrera de 100 metros planos participan 12 atletas. ;De cuantas formas
distintas podran ser premiados los tres primeros lugares con medalla de oro,
plata y bronce? (1320).

2. ;Cuantas credenciales se pueden formar si el nimero de identificacion de cada
una consiste de una de las letras del alfabeto sequida de un ndmero de tres
digitos? (27000).

3. ;Cuantas credenciales de las del problema anterior no tienen dos digitos iguales
y el primero de los digitos es diferente de cero? (13608).

4. ¢Cuantos grupos en los que haya una ficha blanca, una azul y una verde se
pueden seleccionar de 15 fichas blancas, 18 azules y 6 verdes? (1620).
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5. ¢Cuantos ramos de 4 especies diferentes de flores, se pueden formar con 7
gladiolos, 10 jacintos, 21 rosas y 14 margaritas? (20580).

6. En una reunién hay 10 mujeres y 7 hombres. ;Cuantos grupos pueden formarse
en los que estén presentes 5 mujeres y 4 hombres? (8820).

7. Se tienen 7 personas para formar comisiones de 3 personas:

a) Si en las comisiones no hay jerarquia, es decir, todas desempefian la misma
labor, ;cuantas comisiones distintas se pueden formar? (35).

b) Si en las comisiones una misma persona tiene que estar presente, ;cuantas
son las comisiones que pueden formarse? (15).

Como aplicacion a la teoria combinatoria, desarrollo los siguientes problemas de

aplicaci(')n.

1. En nuestro medio una loteria premia a quien acierte un ndmero de cuatro cifras
y una de las 150 series. ¢De cuantos billetes consta la emision de esa loteria?

2. El juego del baloto consiste en acertar 6 de los nimeros que contienen unas
balotas numeradas del 1 al 45 (que son pesadas y revisadas por organismos de
control) y que son extraidas al azar por un mecanismo especial. ;Cuantos
formularios distintos pueden elaborarse?
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ESTUDIO Y ADAPTACION DE LA GUIA

BLAS PASCAL [1621-1865)  PIERRE DE FERMAT (1601-1663)

Blas Fascai en 1685, junto a Fierme de Fermal, formilaron s
teorra matemabica de i probabibdad, de-ernorme importancia &n
fas asladishcas an que sa basan las companias de sequros; las
matematicas y las ciencias socisles, a5 como un elemento
Tundarmental en los calculos de fisica tedrica modenia,

INDICADORES DE LOGRO

* Define comprensivamente los conceptos de fenomenos aleatorio y determinista,
suceso y espacio muestral

* Define y aplica correctamente el concepto de probabilidad matematica

* Plantea y resuelve con propiedad problemas relativos a la definicion de probabilidad

* Analiza las ventajas y desventajas de las alternativas posibles, para elegir la mas
adecuada. TOMA DE DECISIONES

* Asume responsabilidad por las decisiones tomadas

* Preve consecuencias de sus actos a corto y largo plazo

Li__ : * Comunica sus decisiones en forma oportuna = -ﬁ
)y * Explora y busca de manera consiente las variables que debe considerar antes de
re tomar una decision o solucionar un problema -,
* Considera posibilidades antes de elegir la mas conveniente
,ni:li,ad7 * 262 Calculo 11 \2‘6‘
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Con un compafiero analizamos cuidadosamente y respondemos las siguientes

cuestiones:

1) Dado el conjunto A = {1, 2, 3} calculamos el conjunto potencia, es decir,
el nimero de subconjuntos que pueden obtenerse del conjunto A. ;Cuantos
subconjuntos son?

2) Dadas tres proposiciones matematicas P, Qy R, elaboren el conjunto de verdaderos
V y de falsos F de modo que no haya combinaciones repetidas. ;De cuantas
maneras pueden combinarse los verdaderos V y los falsos F?

3) ¢Qué se puede concluir de los resultados anteriores?

4) ;De cuantas maneras se pueden permutar las letras del nombre de uno de
nosotros, tomandolas de a 3?7 y ;tomandolas todas?

5) Y ¢de cuantos modos se pueden combinar las letras del nombre del otro compafero,
tomandolas de a 3?7 y ;tomandolas todas?

Comparemos los resultados con los de otros companeros y pongémonos de acuerdo.

Con los compafieros del subgrupo, leemos y analizamos la informacion que se presenta

a continuacion. Si es preciso, copiamos los problemas resueltos.

CONCEPTOS BASICOS

La probabilidad es la posibilidad de que algo suceda. Las probabilidades se expresan
como fracciones o como decimales que estan entre uno y cero. Tener una probabilidad
de cero significa que algo nunca va a suceder y una probabilidad de uno indica que
algo va a suceder siempre.
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Experimento o fendmeno aleatorio: aquel cuyo resultado no es previsible. Por ejemplo,
lanzar un dado normal (que no esté “cargado”).

Experimento o fendmeno determinista: cuando el resultado se puede anticipar. Por
ejemplo, cuando en el laboratorio se combinan hidrégeno y oxigeno en proporcion
y condiciones adecuadas, se puede predecir que resultara agua.

Sucesos: son cada uno de los probables resultados de un experimento aleatorio. Por
ejemplo, al arrojar al aire una moneda, cae o cara o sello.

Espacio muestral: es el conjunto de todos los posibles sucesos que pueden obtenerse
en un experimento aleatorio. Por ejemplo, para un dado normal el espacio muestral
o Universo es E ={1, 2, 3, 4, 5, 6}, pues a cada una de las 6 caras del dado se le
asocia un ndmero.

Suceso seguro: es el mismo espacio muestral, pues este suceso ocurre siempre que
se realice el experimento.

Suceso imposible es el conjunto vacio (¢), que siempre sera subconjunto del espacio
muestral; este suceso no ocurre nunca en el experimento.

LA PROBABILIDAD MATEMATICA:

Si una secuencia de circunstancias que hacen que un suceso ocurra o deje de ocurrir,
obedecen a una ley bien definida, el resultado puede anticiparse con seguridad.
Pero si esas circunstancias no estan regidas por alguna ley, el resultado es aleatorio,
es decir, depende del azar. Por ejemplo, si se lanzan al aire tres monedas legitimas,
por efecto de la gravedad caeran, mas no se puede aseverar que las tres caeran
mostrando, por ejemplo, sellos. Realmente, las tres monedas pueden caer, mostrando
sello, de una sola manera y pueden en cambio caer mostrando diferentes disefios
(sellos o caras) de 7 maneras, o sea, la probabilidad esta en contra de que caigan
todas en sello. En el lenguaje de los apostadores profesionales, se dice que las
apuestas estan 7 a 1 en contra de que las tres monedas caigan mostrando sellos. En
efecto, sean M1, M2 y M3 las tres monedas y sean C las caras y S los sellos. Se
elaboran las diversas combinaciones diferentes de caras o sellos, como se ve en la
figura:
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M1 M2 | M3
SICRE=
clc|s
c/s|c
cls|s
sltle
s|c|s
S|S|C
s|s|s|

En la grafica se ven las ocho posibles combinaciones de caras o sellos (espacio
muestral); la dltima: S S S es Gnica como se dijo arriba; se observa que no hay mas
combinaciones de Cy S.

La posibilidad matematica de que un suceso llegue a ocurrir, es una razéon que
expresa el valor numérico de las oportunidades a favor de la ocurrencia del suceso.
Tal razén se define asi: si un suceso puede ocurrir de h modos y dejar de ocurrir de
f modos, la probabilidad P de que ocurra es:

h

1. P=
h+f

Y la probabilidad Q de que no ocurra es:

_f
h+f

Sumando ordenadamente la 1. con la 2., resulta:

2. Q

h+f

3. P =
+a h+f

— P +Q =1, o sea que la probabilidad de que el suceso ocurra

sumada con la probabilidad de el suceso no ocurra es igual a 1. En la Gltima igualdad
se observa que si no es posible que el suceso no ocurra, entonces f=0, P=1y Q=0.
En resumen, la probabilidad igual a 1 implica certeza y viceversa.

Ejemplo 1: en el caso de las tres monedas de 100 pesos el suceso de que las tres monedas
caigan mostrando todas sello puede ocurrir sdlo de una manera, como se ve en la tabla
anterior. Ademas, como cada moneda puede caer de 2 modos, por el principio
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de conteo las tres pueden caer de 23 =2*2*2 =8 modos. En consecuencia pueden
caer mostrando disefos distintos a los sellos de 7 maneras. Por tanto la probabilidad

de que caigan mostrando s6lo sello es p = 1 1

1+7 8
Se reitera que la posibilidad matematica de que un suceso llegue a ocurrir de
determinado modo, es simplemente la razén entre el ndmero de h de maneras en que
puede ocurrir del modo deseado y el namero total m de posibilidades. Es evidente que

. . . 1
no existe ninguna sequridad de que s de veces de las que se lanzan las tres monedas

al aire, éstas caigan mostrando sélo sello. Se destaca que si el nimero de lanzamientos

. 1 o :
es muy grande la probabilidad se acerca al valor de 5 La situacién puede simularse en

el computador escribiendo un sencillo programa (en Basic, en Visual Basic, Pascal...)
para que la maquina calcule y cuente las diferentes combinaciones.

Ejemplo 2: en tarjetas diferentes se escriben todos los ndmeros de 3 cifras que
pueden formarse con los digitos del 1 al 9, sin repetir ningn digito. Las tarjetas se
depositan en un saco y se mezclan. ;Cual es la probabilidad de que al sacar una
tarjeta del montén, la suma de los digitos del ndmero que aparece en ella sea 107

Solucion: en el conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9} las ternas que cumplen la condicion de
que sumados los elementos el resultado sea 10 son:
{1, 2, 7}, {1, 3, 6}, {1, 4, 5} y {2, 3, 5} y las permutaciones de cada una de ellas

| |
¥ 6. Por tanto, en el monton habra 6*4=24
(3-3)! o
que cumplen la condicién de que la suma de sus digitos sea 10, luego el suceso
puede ocurrir de h=24 maneras. Como el total de tarjetas son las permutaciones de

| |

9 elementos tomandolos de a 3 es 4P3 = o 9'3)| = % =504, se tiene que el ndmero

de veces en que el suceso deja de ocurrir es f = 504 - 24 = 480. Por tanto, la

probabilidad de sacar una tarjeta que cumpla Lla condicion es
h 24 24 1

" h+ f 241486 504 28

que son, en cada terna 3P; =

Ejemplo 3: en una bolsa hay 3 bolas blancas y 4 rojas. ;Cual es la probabilidad de
sacar de la bolsa 5 bolas blancas y 6 rojas si simultanea y aleatoriamente se sacan
de ella 7 bolas?
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Solucion: primero se calcula el nimero de modos en que 3 bolas blancas se pueden
sacar de un conjunto de 5 bolas blancas, y como es una combinacién, se tiene
5! 5!

= = = 10; ahora se calculan los modos en que 4 bolas rojas se
3I(-3)! 32!

5(:3
6! 6!
4 (6-4)!  41%2)

Luego se calculan los modos en que 7 bolas se pueden extraer de 11 bolas, es decir,

pueden sacar de un conjunto de 6 bolas rojas, o sea 4C, =

I S LA B
71(11-7)  7!*4!)

combinaciones deseadas calculando 5C3% (4 =1015 =150 modos h. Por dltimo,
se busca la posibilidad de que el suceso ocurra usando la férmula P= nimero de

posibilidades favorables dividida entre el total de posibilidades, es decir
p_190 _5 .
330 11

1G5 = 330. Por el principio de conteo se pueden hallar las

Ejemplo 4: hallar la probabilidad de sacar una suma de 8 puntos al lanzar un par de
dados normales (no cargados).

Solucion: el espacio muestral es:

1,2

14 4

’

~
~

~
~
~
~
~
~

NN ENEIES

oV WM
[HEY) (TN (U U\ JEEENY PN
o| V| AW
o o o o
o v H|w|M|[r
w| w| w| w|w|w
o I A I IS
ol V| N W N[
ull Ll Ll LI | L,
ol V| MW R
o| ol ol oo |

Aqui, hay un total m de 36 sucesos y 5 casos (los de color rojo) favorables h. Luego:

p_h_5
m 36

Ejemplo 5: se escriben al azar las cinco vocales. ¢Cual es la probabilidad de que la

“_n

e” aparezca en la primera posicion y la “o” en la Gltima.

. _ 5! :
Solucion: al escribir al azar las 5 vocales tenemos 5P, = ' 120 casos posibles m.

De entre ellos, si la e ha de aparecer en la primera posicion y la o en la Gltima, las otras
3 vocales se han de permutar en los tres lugares centrales, es decir, los casos favorables
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|
h son ;P = £ 6. Luego la probabilidad pedida es: P = h -0 i.
120 20

1! m
Ejemplo 6: de una baraja espafiola de 40 cartas ;cual es la probabilidad de sacar
un caballo?

. . 5 h
Solucion: como en una baraja espanola hay 4 caballos, entonces P = —=—=—
m
FRECUENCIA RELATIVA

Si experimentalmente, en n intentos se obtienen h modos que cumplen cierta

condicion, entonces la razon = se denomina frecuencia relativa.

n
Por ejemplo, si en el experimento de arrojar al aire tres monedas de cien pesos se
efectuaron 300 lanzamientos y resultaron las tres monedas con sello en 37 casos,

h 37
entonces la frecuencia relativa es H = — = —— =~ 0.123; si al efectuar 350
n 300
lanzamientos las tres caen mostrando sello en 45 oportunidades, entonces la
: : h
frecuencia relativaes H=—= il ~ 0.128.
n 350

Si se realizan n lanzamientos, con n suficientemente grande, se podra comprobar
que entre mayor sea la repeticion de los lanzamientos tanto mas cerca de la

probabilidad p = % =0.125 calculada en el ejemplo 1.

Cuando al efectuar n pruebas, con n bastante grande, acaece un suceso h veces, la

probabilidad de que llegue a ocurrir al realizar otra prueba es —, razén que es
n

utilizada por las companias de seguros de vida, por ejemplo, para calcular los

indices de mortalidad, como se muestra en la siguiente tabla, elaborada a partir de

conjuntos de datos suministrados por grandes compafias de seqguros de vida.

Partiendo de 100.000 personas de diez, once, doce... hasta 99 afos.
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Solucion: en la tabla se ve que de cada 78106 personas de 40 afios de edad 57917
TABLA DE MORTALIDAD BASADA EN DATOS DE 100.000 PERSONAS pueden llegar a los 60 anos, o sea que n = 78106 y h = 57917. Luego la

34 | B2551| 725 |0.00B B3 |0.991 169 77 |21330 (2369 111064 | 0. 888 536

w | Pet- | probahili- | Probabiti- w | Per- | Probabiti- | Probabiti- - h 57917
w’ || @ 9 |onnas dixacii probabilidad esperada es — =—— =~ 0.7415
Edad S | que | dad anual dad anual Edad wE QU dad anual n 78106
W1 22 |fale. |de faiteci- | de super- [F961 S8 | gage. | de fallec- 0 WAk
B | cen | miente | vivencia A | cen | miento vencta La teoria de probabilidades, ademas de utilizarse en los juegos de suerte y azar
10 | 100 0008 749 | 0.007 490 |0.992 510 53 |66, 7971091 0.016333 | 0. 983 667 613 i Vi
101200 008 a2 | DD07AoR IR 30| ) [S gL X | .O1ERan o A 0% y para calcular los costos de las polizas de seguros, menciono otras actividades
12 | 98505| 743 | 0.007 543 |0.092 457 | 55 [64. 593 | 1199 | 0. 018571 |0. 981 420 humanas en donde deba tenerse en cuenta.
13 97 762] 740 | 0.007 569 10.992 431 | 56 |63, 364 |1 260 | 0. 019885 §0. 980 115
14 | 97022] 737 | 0.007 596 |0.992 404 | 57 |62. 104 |1 325 | 0. 021335 |0. 978 665
15 | 982851 735 | 0.007 634 (0,502 366 | 58 [60.779 (1394 |0.022936 |0. 977 064
16 | 95550 732 | 0.007 681 |0.992 339 | 59 [59. 3851468 | 0, 024720 |0. 975 280
17 | 94 818| 729 | 0.007 688 {0,902 312 | 60 [57.917 |1 546 | 0. 026693 |0. 973 307
18 | 94089 727 | 0.007 727 {0992 273 | 61 [56.371|1628|0. 028880 |o. 971 170 —
19 | 93362| 725 | 0.007 765 |0.992 235 | 62 [54. 743 |1713|0.031292 |0. 968 708
21 | 01 614| 122 |0.007 89 |0:992 143 | 64 |21, 2301 899 | . 036873 | 0. 963 137
L Bidit ;gé g_gg; gng g’“g g“ el e P g' E‘g%gg A Para comprobar el avance en el conocimiento e interiorizar conceptos, con el
23 | 90471 .007 958 {0,997 042 | &6 |47.361[2070]0.04 0. 558 293 igui
ol 4 Rl Besdiierd Kavobror| Bl pratid tied bepec bt b e gl subgrupo desarrollamos lo siguiente, comparamos los resultados con los de otros
st |uensa| 71 Loner nes lossroas | en Lazas |5 zia | o:assnoz Lo oamoss subgrupos, discutimos y socializamos y compartimos con el profesor.
26 | 88314 718 |0.007 130 |0.991 870 | €0 |40 850 | 2321 |0.056762 |0, 943 238
27 | 87596 | 718 |0.007 197 {0,991 803 | 71 | 38 569 | 2 391 | 0.061993 | 0. 938 007 - o
28 | g6 878 | 718 | 0.007 264 |0.901 736 | 71 |36 178 |2 448 | 0. 067565 |0, 632 335 Resolver las siguientes situaciones:
29 | 86160 | 719 |0.008 345 |0.991 655 72 |33 730 |2 487 | 0. 073733 | 0, 926 267
30 | 85441 | 720 |o.o0e 427 |0.991 573 73 |31 243 |2 505 | 0.080178 |0, 019 822 i . .
31 | Ba ;2, 121 | 0,008 510 {D.991 s90| 74 |28 ;ﬁ 2501 | 0. 0s7028 |0, 917 977 1. Hallar la probabilidad de sacar por suma o bien 4, o bien 11 al lanzar dos dados
32 | 84000 | 723 |0.008 607 |0.991 393 | 75 |26 237 |2 476 | 0. 094371 | 0. 906 629 normales. (5/36)
33 | g3277 | 726 |0.008 718 |0.991 282| 76 |23 761 |2 431 | p, 102311 | 0. 897 689 y :
0.
0.
0.
0.
0
0.

35 | #1822 | 732 | 0.008 046 |0.991 054 78 | 18 661 |2 291 | 0. 174297 | 0. 879 173 2. Un equipo de fatbol esta integrado por 3 estudiante de octavo, 4 de décimo 4

36 | 81080 737 | 0.009 030 |0.690 511 79 | 16 6702 196 | 0. 158505 | 0. 863 268 ;s ) : - . - -

37 | 80353 | 742 | 0.009 234 | 0990 766| 80 | 14 474 |2 091 | 0. 144666 | 0. 955 534 de undécimo. Si en el primer juego se lesiona un jugador, calculo la probabilidad

38 | 79 611 | 749 | 0.000 508 |0.590 592| 81 | 12 383 {1964 | 0. 031734 |0l 841 395 . AC

39 | 78862 | 756 | olooe sas |0iss0 414| 82 | 10419 |1 838 | 0. 120827 | o 825 703 de que sea a) De octavo (3/11); b) De undécimo (4/11).

& 1B 106) 765 | G.ODE 794 | D990 206 | 83 B 603 |1 648 | O 191561 | 0. 308 439 . . oy

41 | 17381 774 | 0010008 |0.989 992 | 34 | 9585|1470 0. 211359 | 0. 788 641 3. Si se tira una sola vez un dado, calculo la probabilidad de que aparezcan a) un

42 | 76 567| 785 | 0010252 |0.089 74| g5 | 54851292 | 0. 235552 | 0. Te4 4B . - . - f e :

&3 | 75782 797 |0.010517 (0989 483 | g6 | &193[1114 | 0. 265681 | 0. 734 319 cuatro (1/6); b) un ndmero par (1/2); c) un nimero divisible por 3 (1/3); d) un

44 | 74 985| 812 |o.010820 |0.980 371 g7 | 3079| 933 |0.303020 0, 696 260 ndmero primo (1/2).

45 | 74173 | B2a | 0011 163 jo.98p837| B8 | z1sn| 744 | 0. 346592 f0. 653 308

46 | 73345 | B48 | 0,011 562 |0.988 18| B9 | 1402| 555 0. 395563 | 0. 604 137 ) (s

47 | 72497 | 870 | ©.012 000 | 0.935 000| 90 847 | 385 | 0. 454546 | 0. 545 455 4. Al lanzar dos veces un dado ;cual es la probabilidad de que la suma de puntos

48 | 71627 | 896 | 0.012 500 | 0.987 491| 01 462 | 246 | 0. 532468 |0, 567,532 divisibl tres? (1/3

49 | 70731 | 927 | 0.013 106 | 0.986 894 | 92 216] 137 | 0.634259 | o, 365 741 sea divisible por tres? (1/3).

50 | 60 804 | 962 | 0.013 781 0,986 219| 93 79 | 580 734177 | 0. 365 823 . . ) .

51 | 68 842 [1001 | 0.014 541] 0.985 450| 94 z; 14 l;).uﬁma 0. au 857 5. Mediante la tabla de mortalidad que se mostrd antes, hallar la probabilidad de que

52 & ¥ L, - ? & . ~ o« . ~ .

AR i Bl L R 213 POSRT NN e un joven de 19 afios pueda vivir hasta la edad de 41 afios. (0.8284 aproximadamente)
Ejemplo: de acuerdo con la tabla anterior, scual es la probabilidad de que una 6. Usando la misma tabla, calcular la probabilidad de que una persona de 21 afios -
persona de 40 afios de edad sobreviva hasta que tenga 60 afios? pueda morir antes de alcanzar a) 22 arios; b)31 afos. (0.007855, 0.7826
aproximadamente).
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Como aplicacion a los conceptos de probabilidad, con un compafiero desarrollamos

los siguientes problemas de aplicacion.

1. De acuerdo con los resultados obtenidos en los ejercicios 1 y 2 de la guia
anterior, calculamos la probabilidad de acertar el premio mayor de la loteria
comprando un solo billete o de ganar el acumulado del baloto sellando un solo
formulario.

2. De acuerdo con sus edades, usen la tabla de mortalidad mostrada antes y
calculen la probabilidad de vivir hasta los 50 afios y la probabilidad de morir
antes de llegar a los 50 anos.

3. En el “Gana Gol” se dan los nombres de 14 encuentros de fatbhol y el apostador
debe marcar unay sélo una de 3 posibilidades: L, E, V, segin que gane el equipo
local o que el resultado sea un empate o que gane el equipo visitante,
respectivamente.

Usen el principio de conteo para calcular cuantos formularios deben elaborarse
para garantizar que se acertaran los 14 resultados y luego hallen la posibilidad
que un apostador tiene de ganar si sella un solo formulario.
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ESTUDIO Y ADAPTACION DE LA GUIA

unidad 7 calculo.indd 273

Calculo 11 o 27‘

30/11/2012 11:30:29 a.m.



| | o
RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS PLANTEADOS
EN C PARA LAS UNIDADES 1A 6

UNIDAD 1
GUIA 1
1)
s uto | w2z | el a |R
B E|l e || & |&
8 E|lE |E|&|€&
2 gle|ele|e
2344, | |2 | g | e | €
5/32 E|lE|€|E|E
2. ZcQ; QcR; ZzN; Qz Z; 0jcz
GUIA 2
A={4}; B={}, C={-2,3}; D={1}
& =
g 10
fun e i
o [}
o5 — =
% &
J2

|
lll et X
[- ! 1 e | |
i " _
me 7 ¢ 274 Calculo 11 ‘7‘:}
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GUIA 3

) 3 ;
1. 5 es: natural, entero, racional, real. — E es: racional, real.

\/g es: irracional, real. =27 es: entero, racional, real.
3.81717... es: irracional, real.

2. Todo natural es entero: V, porque naturales estan incluidos en los enteros.
Todo real es racional: F, porque existen reales que son irracionales.

Algunos reales son irracionales: V, porque los reales estan conformados por los
racionales y los irracionales.

En los reales se pueden realizar todas las operaciones de la aritmética: F, porque en
los reales no se puede dividir por cero ni extraer raices de grado par ni tampoco
logaritmo a los reales negativos.

Cualquier subconjunto de los reales es un intervalo: F, porque hay intervalo si existe
un segmento de recta.

a o
0 O
Cualquier real se puede expresar como un desarrollo decimal: V, por definicion de

ndmero real.

son racionales: F, porque la division por cero no esta definida.
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UNIDAD 2
GUIA 1

- F={(4,4), (5, 5)}; 6={(1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 4), (2, 6), (3, 6), (4 4), (5 5)};

H={(4 4), (5 5), (5, 4)}; I ={(2, 4)}; K={(2, 4), (3, 5), (4 6)}.

2. F={(1,1), (2, 2), (3, 3), (4 4), (5,5}, H=A{(2,1), (2, 2),(3,1), (3, 2)};
G={(1,1),(1,2),(1,3),(14), (1 5), (2,2), (2, 4), (3,3), (3, 6), (4 4), (5 5)}
J={(1, 1), (2, 4} K={(1, 3), (2, 4), (3, 5)}.

s a0 1 o]

.a D=%R; R= s |
2
b. D=SRR; R = —0,—— .
3
D=R="R.
d_ D= ERiO; c= SR¢—2 .
4. a. Es funcion;
b. No es funcion;
c. No es funcion;
d. No es funcion.
5. a. Es funcién porque a cada entero negativo le corresponde un solo natural.
b. Si es funcién porque a cada real se le asocia la constante.
c. Sies funcién porque a cada real se le asocia un real dnico.
d. Sies funcion porque a cada natural se le asocia otro natural Gnico.
e. Si es funcién porque a cada miembro de mi familia se le asocia un entero
(nico que es su edad.
GUIA 2
1. a. Creciente, divergente;
b. Decreciente, divergente;
c. Decreciente, convergente;
d. Creciente, convergente;
e. Oscilante.
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2. a. 1; b. 2; 13 . 2x+3 . y@x+y)
. ;o h)y2x—-1; 1. P e ——
C. Ya; d. 0; e. 0. g (x —6)? ) 2x 2(y —2) ] x(x +2y)
UNIDAD 4
3. a. 0; b. %; GUIA 1
C. 4; d. Y, e. 6.
UNIDAD 3 1. a. Tangente: 4X -Y -2 =0; normal: X + 4Y - 9 = 0.
GUIAT b. Tangente: 9X - Y - 6 = 0; normal: X + 9Y - 28 = 0.
! c _25” 3 g’l c. Tangente: 9X+Y - 6 = 0; normal: X - 9Y + 54 = 0.
2. (1, - -1, -2).
2. a. 4; b. -1.1; (1, -4)y (-1, -2)
C.X+Ay; d y+A, 3. Tangente: 2X - Y + 4 = 0; normal: X + 2Y - 18 = 0; la tangente es paralela al eje X en
el punto P(3, 9).
3. a. 1.44; b. 6.25;
c. -0.065; d. 0.549 4. a. Por los puntos A(2, 13) 6 B(-2, -3) pasan paralelas a la recta dada.
4. a.2; b. 5.55; b. Hay dos perpendiculares a la recta dada: una por C(1, 6) y otra por D(-1, 4).
c. -5.333; d. 6.8
5. a. Tangente: 7X - 4Y - 2 =0; normal: 4X + 7Y - 29 =0.
5. a.32.5 m/seqg; b. 15 m/seg;
c. 19 m/seg b. Tangente: 3X - 4Y - 25 = 0; normal: 4X + 3Y = 0.
7. 42083 habitantes/afio aproximadamente. GUIA 2
3 1. Crece en |-o0,0[ ; decrece en |0, o0
8. a. 3x% —1; b. ——=+1;
X 2. Crece en |-»,-3[U]2,o[ ; decrece en]-3-2]
6 1
e :
3. Crece en }— 2,—5{ U150 ; decrece en
GUIA 2
‘—3 4. Crece en }—1,%@]2,00[ ; decrece en ]—oo,—l[UEB[
1. a. 15x% — ; b.—12(2x-3)*; ¢ J
SX"—6x+6 2( - ) x® —6x +3 5. Crece en |—oo0,1[U]3,00[ ; decrece en [1,3]
d. xX*-x+1; d; e-—-—; f 3x*Bx-2)(x-2);
x> X
,nidad7 o 278 Calculo 11 » 27‘

unidad 7 calculo.indd 278 30/11/2012 11:30:30 a.m. ‘ unidad 7 calculo.indd 279 30/11/2012 11:30:30 a.m.




GUIA 3 GUIA 4

1. Valores criticos: -1y 3; crece en |-o0,—~1[U]3,[; decrece en ]-1,3[; hay 1. a) 10y 10; b) 10y 10; ¢)
un maximo relativo en A(-1,15); hay un minimo relativo en B(3, -17); hay una 2. Es un cuadrado de lado 5v2
inflexion en C(1,9).

2. Valor critico: 4; crece en]-«,4[; decrece en]4,o[; hay un maximo relativo 3. Largo = ancho = 6 dm; altura = y = 3 dm.

en A(4, 10).

5
. . . 4. largo = 3 dm; ancho = 14 dm; altura= — dm.
3. Valor critico: 2; inflexion en A(2, 1); crece en |— «,2[ U ]2, oo]. 3 3 3

4. Valores criticos: -3 y 3; crece en ]—o0,—3[U]3,[; decrece en -3,3] ; hay un 5. Largo = 18 cm; ancho = 9 cm.
maximo relativo en A(-3,70); hay un minimo relativo en B(3, -38); hay una _ 2043 204/6
inflexion en C(0, 16). 6. Los catetos miden 3 cmy 3 cm
5. Valores criticos: 1y 5; crece en |-o,1[U]5,« ; decrece en 1,5 ; hay un J6 1043

. 104/6
maximo relativo en A(1,2); hay un minimo relativo en B(5, -30); hay una 7. Radio = 3 cm y altura = 3 cm

inflexion en C(3, -14).

. 8. Altura =12 cm y Radio base = 82 cm
6. Valores criticos: -2, 0 y 2; crece en |-2,0[U]J2,0[; decrece en |-x-2[U]0,2[;

hay un minimo relativo en A(1, -3); hay un maximo relativo en B(0, 16); hay un 9. La distancia es minima entre los barcos 2 horas después de iniciado el movimiento
: : : .. 2 15+/1 .
minimo relativo en C(1, 1); hay inflexion en E[—i%j yen E —ﬁ . y su valor es 15v13 Km
J3' 9 V39
. o . o GUIA 5
7. Valores criticos: -1, 0 y 1; hay un maximo relativo en A(-1, 1); hay un minimo
1. a. V= —48" ;a= 32"
relativo en B(0, 0); hay un maximo relativo en C(1, 1); hay inflexion en D(—%,SJ . a. Seq’ Se92
1 5 m_, m_
en F| —,—|; creceen |-2,0 2,0| ; decrece en |-1,0{U[1, 0] . b. V= -3—; a=18—;
y (\E 9} - 2,0[U]2,0] J-10[U]1, o Seg Seg®
P i . . ., I m 3 m
8. Valor critico: 1; hay un minimo relativo en A(1, -3); hay inflexién en B(0, 0); c. V= 25 v as Lo
crece en ]— oo,—2[ y decrece en ]—oo,l[. g Seg
. , . , , 95 m 195 m
9. Valores criticos: 2 y -1; hay maximo relativo en A(-2, 16); hay minimo relativo en d V= 75 y a BEY) Seq?
B(1, -11); hay inflexion en C(-3, 5); crece en |-o0,~2[U]1, o0 ; decrece en |- 2,1].
2. 9 cm?
10). Valores criticos: -3 y 1; hay un maximo relativo en A(-3, -5); hay minimo Seg
relativo en B(1, 3); crece en |- o0,—3[U]1,0[ ; decrece en |-3,1[. , &.dm
" 57 min’
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UNIDAD 5
GUIA 1

1. a. 4Cos(4x);

b. 3Cos(3x+1);

_3
Cos?(3x)

d. —6(3x +1)Sen(3x + 1)%;

e. —3x%Csc?(x3) ;

f.
g. —3Cot?(x)Csc?(x);
h. -2Cot(2x)Csc(2x);

j. 3x%Cos(x3)Sec(2x) + 2Sen(x*)Tan(2x)Sec(2x) ; k)

(2x + 1)Sec(x? + x + DTan(x? + x +1);

i) 6Sen®(2x)Cos(2x);

L. x(xCos(x) + 2Sen(x));

m. - 3Sen(2x)Sen(x) + 6Cos(2x)Cos(x);

xCos(x?) .

Cos(x)Cos(y?)

ySen(y®)’

2ySen(x)Sen(y?) -1

2. a. {45°, 135°, 225°, 315°};

b. {0°, 180°, 360°}.

,nidad7 * 282

—200s®(x)

1

Sen3(x)
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10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Logs27 = 3;

Log10000 = 4:

1
Log——=-2;
J 100

1
Log, —=-3;
928
Log,1=0;
1
Log46 = —-
J36 Y

1
Logg2 = ?

4
Log,;81 = ?
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1
20. Logie E ===

21. X=25;
22. X=4;
23. —;

24. X=1000;
25. X=€ °;
26. X =
27. X=16;
28. X=512;
29. X=2;

30. X=11;
31. 10*lnx;
32. 2x*2*In2 ;

)i

=1 =1

4 4

34. -Tan(x)Log(e);

35, — 790 [n(7)Sen(x);

3

w

36. 23 (2xIn(3) + n(2));

37. 2"@In(@) .
X

38, Logse .

X
39. 7*In(z) + ™ 1;
40, X +1+2"

x% —2xy
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UNIDAD 6
GUIA 1

1.

d.

b.

C.

m.

1 3

- 1 -

2 =—x24+C(;
Y 3

\/;=§x x+C,-

—l=2xdx+C;
y

.S=t3+2t? -6t +C.

X6

. —+C;
6

X3+ X2 —5x+C;

1
——+C-.
X I

3 5
—Xx2 ——x2 +(;
5

1 4
EX2+5X+_+C;

X
%x%/xT+C;
%%/xT+C;

. 25en(x)-3Cos(x)+C;

4 3 2
X——SL—3L+4X+C;
2 3 2

%(x+3)3+C;

5 5 3
3x2 —Ex3 +—x2-3x+Cr
5 5

2x2 —2\[x +C:

gxz x—ix x+C
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3.

a. y=x>+3x+6:
b. J/=X3;

C. y:1x2+ix2+2x
3 2

GUIA 2
3 3
1. M+C;
3
2 3

~

11.

12.
13.

14.

15.

,nidad7 * 286

. %(x3+2)2+C?

3
g()ﬁ £ 2)4 4 (s

1 3
—5(1—2)(2)2 +C;

3 2
RGRLRY

3

1 2\ >
L —2(1-x3)2+C;
S(1-x)

3

1 hd
——(1=-x)2+C;
6( )

%ln(xz _1)+C;

— ZCos(ij +C-
2 4

10.

%Sen(3x) +C;
%Sen3(x) +C;
-InCos(x)+C:
In(Sec(x) + Tan(x)) + C;

iTan(20x) +C;
2a

x-lnCos(x)+C
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16. Sec(y)+C;
17. Tan(x) - 2[nCos(x) +C;

18, — L p3os(2x) iC
6
19. Csc(x)-Cot(x).
20. Tan(2x) + Sec(2x) - x+ C

GUIA 3

5 3 1
o =Iln(x=-1)=-=In(x)—=Wn(x+2)+C:
L 2 In(x 1) = Zin(0) —In(x +2) + C;

2. 2ln(x —1) - ~In (”z]u;
2 X

3
3. lln((x 1)j+ ! +C.

2 x+1 x+1

(x-1°)  «x .
4. ln( . j (X_1)2+C,

5. %ln(Zx F12(2x—1)% —ln(x)+ x +C:

6. 1 ((2x+1)(2x+3)j+€.

2 XZ ’

1
7. 2ln(x2+2x)+5x2—2x+i+£‘;

X
8. x—i—ln(x‘zljw;
X X

9. In(x?)+In(x®+3)+C
GUIA 4

1. {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20};
2.{1,3,5,7,9, 11, 13, 15, 17, 19};

3. {1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000};
4.{1, 4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100};
5.{1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}.
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